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“Por natureza, o eqoismo € ilimitado: o homem quer conservar a sua existéncia
utilizando qualquer meio ao seu alcance, quer ficar totalmente livre das dores que
também incluem a falta e a privacao, quer a maior quantidade possivel de bem-estar e
todo o prazer de que for capaz, e chega até mesmo a tentar desenvolver em si mesmo,
quando possivel, novas capacidades de deleite. Tudo o que se opoe ao impeto do seu
egoismo provoca o seu mau humor, a sua ira € o seu odio: ele tentard aniquild-lo
como a um inimigo. Quer possivelmente desfrutar de tudo e possuir tudo; mas, como
1850 € impossivel, quer, pelo menos, dominar tudo: "Tudo para mim e nada para os
outros"é o seu lema. O egoismo € gigantesco: ele rege o mundo.”

(Arthur Schopenhauer - A Arte de Insultar )
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Resumo

O uso de polimorfismo em linguagens de programacao constitui um importante recurso
para reuso de co6digo e para clareza e concisao de programas. A base para implemen-
tagao de polimorfismo em linguagens de programacgao modernas é o sistema de tipos
de Hindley-Milner (HM) e uma extensao bastante ttil desse sistema é a possibilidade
de defini¢ao de simbolos sobrecarregados (com tipo polimoérfico restrito). No sistema
HM a inferéncia de tipos é relativamente simples, em razao de sua restricao de que pa-
rametros de fungoes devem ter tipo monomorfico. Esse requerimento pode entretanto
ser um inconveniente em diversas aplicagoes. Este trabalho propoe uma extensao ao
sistema de tipos de Hindley-Milner + sobrecarga, a qual possibilita a definicao de fun-
¢oes com parametros de tipo polimérfico, mediante anotacao explicita do tipo de tais
fungoes pelo programador, sendo esses tipos especificados na forma de tipos intersecao.
No sistema proposto, fun¢des com parametros polimorficos podem tanto ser aplicadas
a argumentos de tipo polimoérfico paramétrico (como em sistemas de polimorfismo de
rank superior), como a argumentos de tipo polimorfico restrito, promovendo valores

sobrecarregados a objetos de primeira classe .
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Abstract

The use of polymorphic abstractions in programmming languages constitutes an im-
portant tool for code reuse and for program clarity and conciseness. The basis of most
modern languages for the exploitation of polymorphism is Hindley-Milner’s type sys-
tem, which has achieved such success due in great part to the relative simplicity of
it’s type inference mechanism. This simplicity is obtained, however, by imposing some
restrictions. A major restriction is the (so-called) no polymorphic abstraction: function
parameters must have a monomorphic type (in other words, parameters cannot be used
with distinct types inside the function’s body).

There has been much work on extensions to overcome this restriction, involving
so-called higher rank (also called rank-n) type systems, which allow arguments of poly-
morphic type. This work follows such vein, but is distinguished from all previous
related work as follows.

Intersection types are used to allow parameters to be used polymorphically inside
a function’s definition (the type of such polymorphic parameters must be explicitly
annotated); this allows such function to receive arguments not only of polymorphic
type may also of constrained polymorphic type (i.e. arguments involving the use of

overloaded symbols). This promotes overloaded values to first-class.
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Capitulo 1

Introducao

Tipos tém papel cada vez mais importante na construcao de programas, na engenha-
ria de software e no raciocinio sobre propriedades de programas. Eles servem como
documentacao e especificagao parcial da funcionalidade de programas e possibilitam
garantir que determinadas classes de erros nunca irao ocorrer quando o programa for
executado, podendo também contribuir para geracao de cdédigo mais eficiente.

Sistemas de tipos para linguagens de programacao consistem em métodos sintdti-
cos para provar a auséncia de determinados comportamentos indesejados de programas,
por meio da classificacao das frases do programa de acordo com os tipos de valores que
elas computam. Esses comportamentos indesejados que podem ser eliminados por meio
de sistemas de tipos sao comumente denominados erros de tipo.

Sistemas de tipos sao necessariamente conservativos, ou seja, para garantir que
programas bem tipados nao estao sujeitos a erros de tipo, é necessario algumas vezes
rejeitar programas cujo comportamento, em tempo de execugao, seria, de fato, correto.

Por exemplo, um programa tal como
if <teste complexo> then 5 else <erro de tipo>

é rejeitado como nao corretamente tipado, mesmo no caso em que a avaliagao de <teste
complexo> sempre resulte True, ja que, em geral, nao é possivel determinar que é esse
0 caso por meio de analise puramente sintatica.

Pesquisas em sistemas de tipos para linguagens de programacao buscam atribuir
tipos cada vez mais informativos a expressoes de programas, de maneira a eliminar o
maior nimero possivel de comportamentos indesejados e ao mesmo tempo permitir que
maior nimero de programas com comportamento desejado sejam considerados validos,

ou bem tipados.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Um passo importante no sentido de obter uma disciplina de tipos que evite o uso
de expressoes em contextos inapropriados, levando em conta, ao mesmo tempo, o ob-
jetivo de possibilitar reuso de codigo, foi a definicao de sistemas de tipos polimdrficos.
Um tipo polimoérfico consiste em um esquema (conjunto, cole¢ao) de tipos, envolvendo
variaveis de tipo universalmente quantificadas, e expressa que uma determinada funci-
onalidade é oferecida para todas as instancias desse esquema de tipos. Por exemplo, o
tipo da funcao de aplicagao — que toma dois argumentos e aplica o primeiro argumento
ao segundo — pode ser escrito como Yab. (a — b) — a — b. Esse tipo expressa, de
fato, toda uma colegao de tipos, obtidos pela instanciacao de cada uma das variaveis
universalmente quantificadas para um tipo especifico arbitrario.

A forma mais simples de polimorfismo paramétrico foi definida no sistema de tipos
proposto independentemente por Hindley [16] e por Damas-Milner [I0]. No sistema de
Hindley-Milner (HM), quantificadores ocorrem apenas nas posigdes mais externas de
esquemas de tipos: parametros de funcoes nao podem ter tipo polimérfico.

Toda expressao bem tipada no sistema HM pode ser caracterizada por um tipo
principal — um tipo cujo conjunto de instancias é constituido exatamente por todos
os tipos que podem ser atribuidos a essa expressao. Além disso, o tipo principal de
cada expressao pode ser inferido automaticamente, sem que seja requerida qualquer
anotacao de tipo em programas.

O sistema HM tem sido usado como base para os sistemas de tipos de lingua-
gens funcionais modernas, tais como ML [34] e Haskell [39], e as vantagens do uso
de polimorfismo paramétrico tém sido cada vez mais reconhecidas, como mostra sua
introdugao também em linguagens como C# e Java versao 5. O sucesso do sistema HM
é devido a sua expressividade e ao fato de possuir um algoritmo de inferéncia de tipos
relativamente simples.

Outra forma importante de polimorfismo é o chamado polimorfismo restrito, ou
polimorfismo de sobrecarga [46], no qual uma determinada funcionalidade é provida
para diferentes tipos, com diferentes implementagoes para cada tipo. Por exemplo, um
teste de igualdade para uma lista de inteiros ¢ implementado de forma diferente do teste
de igualdade para inteiros, ou para arvores, ou para valores booleanos. Em Haskell, o
mecanismo de sobrecarga é suportado por meio da definicao de type classes, ou classes
de tipos, originalmente proposto em [53|. Por exemplo, uma classe Eq, com operadores
(==) e (/=) para igualdade e desigualdade, respectivamente, pode ser declarada do

seguinte modo:



class Eq a where
(==) :: a— a— Bool

(/=) :: a— a— Bool

Os operadores (==) e (/=) tém tipo polimorfico restrito: Va.Eq a = a — a —
Bool. A restrigao de tipo (ou restrigao de classe) Eq a indica que a variavel a pode ser
instanciada apenas para tipos que sejam instancias da classe Eq. Uma defini¢ao de ins-
tancia de classe prové implementagoes apropriadas para os simbolos declarados nessa
classe. Por exemplo, tipos basicos, como Int, podem ser definidos como instancias
da classe Eq, sendo os testes de igualdade e desigualdade implementados por fungoes
pré-definidas. Outros tipos também podem ser definidos como instancias da classe Eq,

tal como no seguinte exemplo, que define uma instancia para listas:

instance Eq a = Eq [a] where

(] == [] = True
(x:x8) == (y:ys) = (x == y) & (xs == ys)
xs /= ys = not (xs == ys)

Nesse exemplo, o teste de igualdade para elementos de um tipo arbitrario, mas
fixo, é usado para definir a igualdade para listas de elementos desse tipo. Por meio
dessa definicao, o teste de igualdade pode agora ser usado para valores de tipo [Int],
[[Int]], e assim por diante. E o mesmo vale para outras fungoes, definidas em termos

do operador de igualdade, tais como:

elem :: Va.Eq a = a— a — Bool

elem y = foldr (A x r — (x == y) || r) False

A clara fundamentacao matemaéatica de linguagens de programacao funcional faz
com que sejam particularmente apropriadas para a formalizagao, analise e experimen-
tagao de sistemas de tipos cada vez mais expressivos. Haskell, em particular, tem sido
usada nas duas ultimas décadas como um laboratério para explorar, projetar e imple-
mentar idéias novas e avancadas relacionadas a sistemas de tipos [I7]. Um problema
particularmente importante, que tem sido objeto de diversos trabalhos de pesquisa re-
centes, é a extensao do sistema de tipos de Hindley-Milner de maneira a possibilitar a
definicao de fungoes com parametros de tipos polimorficos. Por exemplo, considere a

seguinte definicao de funcao:
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Exemplo 1.1 foo g = (g [True,False], g [’b’,’a’,’c’])

Note que, no corpo da fungao foo, o parametro g é aplicado a listas de dois diferentes
tipos. Gostariamos que o tipo atribuido a foo fosse tal que possibilitasse, por exemplo,
a aplicacao de foo a funcao polimoérfica length, que computa o nimero de elementos de
uma lista, dando como resultado, nesse caso, o valor (2,3). Mas tal aplicacao nao seria
bem tipada no sistema de Hindley-Milner. Nesse sistema, poderiamos atribuir a foo
o tipo Va.([al — Int) — (Int, Int), que entretanto ndo seria satisfatorio. Esse tipo
significa que foo é uma fungao polimorfica que, para qualquer tipo especifico, digamos,
T, toma como argumento uma funcao de tipo [7] — Int e produz como resultado um
valor de tipo (Int,Int). Mas, nesse caso, o tipo 7 nao poderia ser tanto [Bool] quanto
[Char], como é requerido pelos usos do parametro (g) no corpo da fungao foo (isto é,
nas aplicagoes g [True,False] e g [’b’,’a’,’c’], respectivamente). A questao aqui
é que desejamos expressar que foo deve poder ser aplicada a um argumento de tipo
polimérfico, que possa ser instanciado para os tipos [Bool] — Int e [Char] — Int.

Em um sistema mais expressivo, o tipo de foo poderia ser (Va.[a]l — Int) —
(Int,Int). Esse tipo nao é valido no sistema HM, pois envolve quantificadores que
aparecem internamente ao tipo, nesse caso do lado esquerdo do construtor de tipo
funcional. De modo geral, podem ser necessarios tipos em que quantificadores possam
ocorrer em qualquer posi¢ao. Essa possibilidade de tratar tipos polimorficos como
qualquer outro tipo é chamada de polimorfismo de primeira classe (ou polimorfismo de
rank superior, ou de rank-n).

Existem diversas aplicagoes interessantes que requerem polimorfismo de rank-
n, apresentadas, por exemplo, em [45, [38] [50], incluindo abstragoes sobre monadas,
definigbes de invariantes de tipos de dados e fungdes genéricas (ou politipicas). Isso
motivou a introducao de polimorfismo de rank-n em algumas implementagoes correntes
da linguagem Haskell [38].

O sistema F, de Girard-Reynolds [14], 42], também chamado lambda-calculus po-
limorfico, ou lambda-caulculus de segunda ordem, constitui a referéncia fundamental
para polimorfismo de rank-n. Ao contrario do que ocorre no sistema de Hindley-Milner,
a inferéncia de tipos no sistema F ¢é indecidivel [55]. Além disso, no sistema F nem toda
expressao possui tipo principal.

Para contornar esses problemas, diversos trabalhos recentes buscam definir um
sistema de tipos que suporte polimorfismo de rank-n, mas preserve a propriedade de
tipo principal e a decidibilidade da inferéncia de tipos, para isso requerendo anotacoes

explicitas de tipos em programas. Trabalhos relevantes nesse sentido sao MLF 28], 29],



FPH [52] e Flexible Types [30, B31].

O uso de sistemas de tipos com suporte a polimorfismo de rank-n certamente
introduz flexibilidade e expressividade adicional na linguagem. Entretanto, em alguns
casos tipos polimoérficos nao capturam de maneira adequada as restrigoes que se deseja
expressar em relagao a parametros de fungoes.

Considere os seguintes usos da fungao foo definida no exemplo (foo id),
(foo const), (foo reverse), (foo head), (foo sort), (foo allEqual), (foo
fromEnum), (foo blah) onde

id ::Va.a — a — — funcao identidade

consti :: Va.a — Int — — fungao constante

reverse :: Va. [a] — [a] — — inversao de lista

head :: Va. [a] — a — — primeiro elemento de lista
sort :: Va. (0rd a) = [a] — [q] — — ordenacao

allEqual :: Va. (Eq a) = [a] — Bool  — — todos os elementos iguais
fromEnum :: Va. (Enum a) = a — Int — — enumeracao para inteiro

blah :: Va,b. (C a b) = [a] — [b]

Os quatro primeiros argumentos sao fungoes polimorficas paramétricas e os quatro
altimos fungoes com tipo polimorfico restrito por predicados de classe, o que significa
que tais fungoes sao definidas por expressoes que envolvem simbolos sobrecarregados.

Uma possivel anotacao de tipo para foo seria foo :: Ved. (Vab.a — b) — (¢, d),
mas esse tipo permitiria a aplicagdo de foo apenas & funcao undefined. Se a anotacao
de tipo para foo :: Vb. (Va.a — b) — (b, b), a tnica dentre as aplicagbes acima que seria
bem tipada seria (foo const) (com tipo (Int,Int)). Para que a aplicagdo (foo id)
seja bem tipada, a anotacao de tipo deve ser foo :: (Va.a — a) — ([Bool], [Char]) e,
nesse caso, os demais usos de foo relacionados acima nao seriam validos.

A aplicagao (foo sort) pode ser permitida em um sistema de tipos tal como
QMLF [33]. Esse sistema de tipos estende o sistema MLF de maneira a permitir tipos po-
limorficos de rank-n com restricoes. Como observa o proprio autor, a maior dificuldade
para prover essa extensao nao reside propriamente nas modifica¢oes requeridas nas re-
gras do sistema de tipos MLF ou no seu mecanismo de inferéncia de tipos, mas sim na
implementagao do sistema resultante, que deve lidar corretamente com o mecanismo
usual de implementagao de fungbes sobrecarregadas, baseado no uso de diciondrios [53).

Em implementacoes de Haskell com tal extensao, a aplicacao (foo sort) é bem
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tipada se a anotacao de tipo provida para foo for, por exemplo
foo :: (Va. (0rd a) = [a] — [a]) — ([Bool], [Char])

sendo nesse caso também bem tipada a aplicacao (foo id), ja que o tipo de id pode
ser instanciado para o tipo do pardmentro de foo, no sistema QMLF. Entretanto, essa
anotagao de tipo nao possibilitaria a aplicacao (foo buzz), onde buzz: : (Va. (C a) =
l[a] — [a]) — ([Bool], [Char]) é uma funcdo com tipo polimérfico quase idéntico ao de
sort, mas porém com uma restricao de classe (C a), em que C é uma classe distinta
de Ord.

Neste trabalho, buscamos definir um sistema de tipos no qual seja possivel ex-
pressar de maneira mais adequada e precisa o tipo de uma fungao com parametro
polimorfico, tal como a funcao foo do exemplo acima, possibilitando o uso dessa fun-
¢ao, por exemplo, em qualquer das expressoes consideradas anteriormente. Ou seja,
o tipo de foo deve expressar adequadamente que o seu parametro é uma funcao que
pode ser aplicada tanto a um argumento de tipo [Bool] como a um argumento de tipo
[Char] e, além disso, que o primeiro e o segundo componentes do par resultante devem
ter tipo, respectivamente, igual ao do valor resultante da aplicacao do argumento de
foo a uma expressao de tipo [Bool] e a uma expressao de tipo [Char].

Para expressar esses requerimentos de maneira adequada, o sistema de tipos pro-
posto utiliza uma forma restrita de tipos intersecao [8]. Nesse sistema, o tipo da fungao

foo do exemplo [I.1] poderia ser anotado como
foo :: Vab. ([Booll — a A [Char] — b) — (a,b)

Mediante essa anotacao de tipo na definicao de foo, qualquer das aplicagoes anteri-
ormente seria valida. Por exemplo, (foo id) :: ([Bool], [Char]), (foo consti) ::
(Int,Int) e (foo blah) :: Vab.(C Int a,C Bool b) — (a,b). Nesse dltimo caso, a
sobrecarga pode ainda ser resolvida, de acordo com o contexto em que essa expressao
for utilizada.

As contribuigoes dessa dissertacao sao:

1. A definicao de um sistema de tipos original, que denominamos CTi, que prové
suporte a passagem de funcoes sobrecarregadas para fungoes de rank superior,

isto é, fungoes usadas polimorficamente na sua propria definigao.

2. Uma descri¢ao (informal) da seméntica para termos da linguagem do sistema
CTi.
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3. A definicao de um algoritmo para inferéncia de tipos para o sistema CTi.

4. Uma implementagao desse algoritmo de inferéncia de tipos, em Haskell, para in-
feréncia de tipos para expressoes de uma linguagem de programagao que consiste

em uma extensao de Haskell para suporte ao sistema de tipos proposto.

5. A elaboragao de uma revisao sobre sistemas de tipos para liguagens de programa-
¢ao, que aborda o sistema de tipos polimoérficos de let-bound de Hindley-Milner,
a extensao desse sistema para suporte a sobrecarga e sistemas com suporte para
funcoes de rank superior. Essa revisao, embora nao seja original, contribui para
difundir e disseminar o assunto, particularmente para leitores ainda nao muito

experientes.

Um dos objetivos do sistema de tipos aqui proposto, é servir como base para
a definicao de um sistema ainda mais flexivel, que possibilite a passagem de fungoes
sobrecarregadas g como argumento para uma funcao f, de maneira que, no corpo de
f, g possa ser aplicada a estruturas de dados com elementos de tipos heterogéneos,
tais como uma lista heterogénea. A idéia é definir o tipo dessa lista heterogénea como
um tipo [T], em que T representa todos os possiveis tipos de elementos dessa lista,;
uma lista com tal tipo poderia ser usada seguramente (sem possibilidade de erros de
tipo) como argumento de uma funcdo sobrecarregada g, se, para cada um dos tipos
representados por T, existe uma definicao de uma instancia em que o parametro de g

tem esse tipo.

1.1 Organizacao

O restante do texto esta organizado da seguinte forma. O Capitulo [2] apresenta uma
revisao do sistema de tipos polimoérficos de rank-1 proposto por Hindley e Milner (HM) e
uma revisao sucinta sobre sistemas de tipos polimérficos de rank superior, incluindo o
sistema F, proposto por Girard e Reynolds. Este Capitulo também discute brevemente
alguns trabalhos que propoem extensoes de HM para suporte a polimorfismo de rank
superior.

O Capitulo |3 apresenta uma extensao do sistema HM para suporte a sobrecarga,
baseada no sistema de classes de tipos de Haskell, a qual constitui a base para o sistema
proposto nesse trabalho. Os dois Capitulos também introduzem também os conceitos
e notacao relativas a sistemas de tipos usados na paresentacao do sistema de tipos

proposto.
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O Capitulo 4] apresenta as regras do sistema de tipos CTi, proposto neste trabalho,
assim como uma semantica para expressoes desse sistema e uma definicao do algoritmo
de inferéncia de tipos correspondente.

Finalmente, no Capitulo [5| sao apresentadas as conclusoes do trabalho.



Capitulo 2

Polimorfismo Paramétrico

Este capitulo prové uma revisao sobre sistemas de tipos com suporte a polimorfismo
paramétrico. A Segao introduz a linguagem de tipos e expressoes usada como base
para a definicao desses sistemas de tipos e define formalmente a nocao de rank de tipos
polimoérficos.

A Segao aborda polimorfismo de rank-1, apresentando o sistema de tipos de
Hindley-Milner[16, [10], assim como a inferéncia de tipos para esse sistema e a semantica
de termos da sua linguagem. O sistema HM, usado como base para linguagens funci-
onais modernas, tem a importante propriedade de que o tipo de qualquer expressao
da linguagem pode ser inferido automaticamente, sem que qualquer anotacao explicita
de tipo seja requerida em programas. Entretanto, quase toda extensao desse sistema,
como por exemplo a introdugao de polimorfismo de rank superior, destréi essa pro-
priedade, requerendo a introdugao de anotagoes de tipo em determinados pontos do
programa, de modo a garantir decidibilidade da inferéncia de tipos.

A Secao discute polimorfismo de rank superior, apresentando o sistema F [18],
que constitui a referéncia béasica para sistemas de polimorfismo de rank arbitrario.
Na Secao discutimos sucintamente alguns trabalhos recentes que buscam definir
sistemas de tipo de ordem superior preservando a decidibiliade da inferéncia de tipos,
por meio do requerimento de anotagoes de tipo em determinados pontos do programa,

e mantendo compatibilidade com o sistema HM, na auséncia de anotacoes de tipo.

2.1 Conceitos Basicos

A linguagem basica de tipos a ser utilizada nos sistemas de tipos discutidos neste
capitulo é apresentada na Figura [2.1} Extensoes dessa linguagem de tipos introduzidas

oportunamente.
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Hyndley-Milner sistema F
rank 1 rank arbitrario
p =T pu=T|o—o
Variaveis de tipo a, b, c
Tipos monomoérficos 7 == a | 7 — 7
Tipos polimoérficos o = Va.,p
Contexto de tipos I' == 0| Tz:0

Figura 2.1. Sintaxe de tipos

Tipos monomorficos (7) consistem de tipos simples, representados por variaveis
de tipo (a, b), e tipos funcionais (o construtor de tipos funcionais (—) é escrito de forma
infixada, como usual). Outros construtores de tipo comumente usados em linguagens
de programacao podem também ser incluidos, se desejado.

Tipos polimérficos (o) incluem quantificacao universal sobre variaveis de tipo. A
notacao @ ¢ usada nessa Figura, assim como no restante do texto, para representar uma
seqliéncia de zero ou mais variaveis de tipo aq,...,a,. A notagao Va.p nao necessari-
amente representa quantificagao sobre todas as variaveis de tipo livres de p, ou seja,
um tipo polimérfico pode ter variaveis de tipo livres. Dizemos que um tipo é fechado
se ele nao possui variaveis livres.

A Figura introduz também a definigao de um contexto de tipos (I'), que prové
informacao sobre os tipos de varidveis visiveis em um dado escopo. A associacao de
um tipo ¢ a uma variavel x no contexto de tipos é denotada por x : . A notagao
I'(z) denota o tipo associado a variavel x no contexto I' e I', denota o contexto obtido
removendo-se de I' a atribuicao de tipo a x que eventualmente ocorra nesse contexto.

Definimos I', (z : 0) =T, U{(z: 0)} ¢

, _{F;,(:L‘:O’) se (z:0)€eT
[z,0] —

I’ caso contrario

O conjunto de variaveis livres de um tipo o, ftv(o), é definido da maneira usual,
sendo essa definicao também estendida para contextos de tipos da maneira usual, ou
seja, fto(I') = J{ftv(o) | (z : o) € I'}. Escrevemos abreviadamente ftv(o,0’) para
denotar o conjunto de variaveis ftv(o) U ftv(o'), para objetos o e o'.

A notagao [a p|o denota o tipo obtido pela substituigao simultanea, em o, de
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Termos t,u == =x Variavel
| Azt Abstragao funcional
| tu Aplicacao
| let z =wu in t Definicao local
| tuo Anotagao de tipo (o fechado)

Figura 2.2. Sintaxe do lambda-calculus

todas as ocorréncias livres de cada uma das variaveis aq,...,a, € @, n > 0, pelo tipo
correspondente pi,...,p, € p, sendo essa substituicao valida apenas se nao resulta

em captura de variaveis livres em o. ! Essa substituicdo é também escrita na forma
So, onde S é uma fungao de variaveis de tipo em tipos p e S(a;) = p;, parai > 0 e
S(b) = b, se b € a. A composigao de duas substitui¢oes R e S é definida da maneira
usual e escrita como Ro S.

Os sistemas de tipos a serem considerados neste trabalho diferem na sua definicao
dos tipos intermediarios p, cuja caracteristica é nao apresentar quantificadores no nivel
mais externo. No sistema de tipos de Hyndley-Milner, quantificadores ocorrem apenas
no nivel mais externo, restringindo o sistema a polimorfismo de rank-1. O sistema F
inclui tipos polimoérficos de rank arbitrario. O rank de um tipo descreve a profundidade
na qual quantificadores universais ocorrem em posigao contravariante no tipo [26]:

Tipos monomoérficos 7,0 == a |7 — 7

Tipos polimorficos "™ = o™ | ¢" — o"™! | Va.o™!

Por exemplo:

Int — Int Rank 0
Va.a — a Rank 1
Int — (Va.a — a) Rank 1
(Va.a — a) — Int Rank 2

A sintaxe da linguagem de termos (ou expressoes) dos sistemas de tipos discutidos
nesse trabalho é apresentada na Figura . A linguagem consiste do lambda-calculus [2]
estendido com definigoes locais nao recursivas (let-bindings) e com a possibilidade de
incluir anotagoes de tipos explicitas. Defini¢oes locais recursivas sao omitidas uma vez

que nao introduzem dificuldade adicional do ponto de vista da inferéncia de tipos.

Veja [40] para uma definicio precisa das nogoes de variaveis livres e de substituicio sem captura
de variaveis.
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2.2 Polimorfismo de Rank-1

@,

A possibilidade de inclusao de anotacoes de tipo explicitas, escritas usando “::”, é
considerada pelas seguintes razoes: 1) para mostrar como anotagoes de tipo podem
ser usadas para dirigir a inferéncia de tipos, de uma maneira simples e previsivel;
2) no sistema de tipos proposto nesse trabalho, anotagdes de tipo serdo usadas para
possibilitar inferir tipos que nao seriam inferidos no sistema HM, sendo mantida total
compatibilidade com esse sistema na auséncia de anotacoes de tipo. Supomos, por
simplicidade, que os tipos especificados em anotacoes de tipo sao fechados, isto €, nao
incluem variaveis de tipo livres.

O sistema de tipos de Hindley-Milner[I6] (também chamado de Damas-
Milner[I0]) foi um dos primeiros sistemas de tipos a incorporar uma forma simples de
polimorfismo (let-bound) que possibilita a definicdo de fungoes polimorficas de rank-
1. Sistemas de tipos de linguagens de programacao funcionais modernas, tais como
Haskell[39] e ML[34], e até mesmo linguagens imperativas, como Java (a partir de sua
versao 1.5, com a introdugao de classes genéricas), baseiam-se na idéia de polimorfismo
introduzida por este sistema de tipos. A utilidade de polimorfismo paramétrico em lin-
guagens de progtramacao ¢é largamente reconhecida, e pode ser ilustrada por meio dos
exemplos a seguir, escritos na linguagem Haskell.

O primeiro exemplo apresenta a definicao de uma fungao length, que retorna o
comprimento de uma lista. Note que o tipo da fun¢ao é polimoérfico, o que possibilita
que essa funcao possa ser aplicada a listas de elementos de qualquer tipo, evitando
que se tenha que prover uma nova definicao para essa funcao para listas de cada tipo

sobre a qual se deseja aplicar essa operagao, como seria o caso em um sistema de tipos

monomorfico.
length :: [a] -> Int
length [] =[]

length (x:xs) = 1 + length xs

Outro exemplo é o da fungao map, que captura o padrao de computagao da ope-
ragao de aplicar uma determinada operacao a todos os elementos de uma lista. Essa

func@o pode ser definida (recursivamente) do seguinte modo:

map :: (a ->0b) -> [a] -> [b]
map f [] = [
map f (x:xs) = f x : map f xs

Note que, como map tem tipo polimérfico, pode ser aplicada a listas de elementos
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de diferentes tipos, tal como, por exemplo, nas expressoes:

map (+1) [1, 2, 3]

map not [True, False]

[2, 3, 4]
[False, True]

[False, True, False]

map even [1, 2, 3]

Polimorfismo paramétrico pode também ser usado na definicao de tipos algébri-
cos, tal como no exemplo a seguir, em que é definido o tipo polimérfico Tree a, que

representa arvores binarias que armazenam nas folhas valores de um tipo a arbitrério.

data Tree a = Node (Tree a) (Tree a) | Leaf a

2.2.1 Sistema de Tipos

O sistema de tipos HM é apresentado na Figura[2.3] na forma de um conjunto de regras

para a derivacao de um julgamento da forma
'Ft:o

que especifica que “o termo t tem tipo ¢ no contexto de tipos I'”. Note entretanto
que vérias regras incluem julgamentos da forma I' ¢ : p, como, por exemplo, a regra
(APP), significando, nesse caso, que o tipo nao possui quantificadores.

A regra (VAR) especifica que o tipo de uma variavel é determinado pela informagcao

pu=T

M(x:o)kFx:o

(VAR)

F,(I:T)i—t:p(ABs) Fht:r—p Thu:t o
F'EFXet:7—p F'Ftu:p
l'Fu:o F,(:C:U)"t:P(LET) I'Et:0 o
IF'Flet x=wuin t:p F'E(t:o):o
'kt:o a¢ fto(l) (GEN) I'Fe:Vap (INST)
TFt:Vap IHt:fa—=7lp

Figura 2.3. Sistema de Tipos HM
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de tipo correspondente disponivel no contexto I'. A regra (APP) determina que uma
aplicagao é bem tipada apenas se o tipo do argumento é igual ao do parametro da
funcao. A regra (ABS) estabelece que uma abstracao funcional A\z.t tem tipo 7 — p,
em um dado contexto I', se é possivel deduzir que ¢ tem tipo p, em um contexto analogo
a I', mas estendido de modo a associar a x o tipo 7. A regra (LET) determina que
uma expressao let x = u in ¢ tem tipo p, em um contexto I'; se podemos deduzir
que u tem tipo o nesse contexto, e que t tem tipo p em um contexto que consiste em
I' estendido com a atribuicao de tipo o para a variavel x.

A regra (INST) especifica que o sistema € predicativo, isto é, variaveis de tipo
apenas podem ser instanciadas para tipos monomorficos. Em um sistema impredicativo,
tal como o sistema F por exemplo, variaveis de tipos podem ser instanciadas para tipos
polimérficos. A regra (GEN) possibilita a generalizacao do tipo de uma expressao por
meio de quantificagao sobre varidveis de tipo que nao ocorram livres no contexto.

A Figura ilustra uma derivagao de tipo no sistema HM (nesta derivagao, usamos
Iy ={y:Vb.b— b}).

— o TyFy:Vb.b—b (T IyFy:Vb.b—b (7w
r:fFzib e y Yy o (INST) y Y -0 (INST)
Fwwibo P Tyry:ba—dbob) DFy:b=ab—b)
FAx.x:Vb.b—b FyFyy:a—a

(LET)

Flet y = Az.z inyy:a—a

Figura 2.4. Arvore de derivacao de tipo

A regra (ANNOT) nao é incluida na maioria das apresentacoes do sistema HM, uma
vez que anotagoes de tipo nao sao requeridas nesse sistema. Optamos entretanto por
incluir anotagoes de tipo, com o objetivo de facilitar o entendimento do sistema de
tipos proposto no capitulo [ no qual anotagoes de tipo possuem papel fundamental.

Um termo (¢ :: ) é um termo cujo tipo é explicitamente anotado pelo programa-

dor. Por exemplo, considere o termo:
(Az.z) :: Va. [a]l — [a]

Esse termo ¢ bem tipado, uma vez que o tipo mais geral de (A\x. ) é Va.a — a, o qual é
mais geral do que o tipo anotado Va. [a]l] — [a]. A anotacao é uma restri¢dao de tipo,
porque o termo cujo tipo é anotado apenas pode ser usado com o tipo especificado
(ou com tipos que sao instancias deste). Por exemplo, a anotacao invalida a aplicagao

((Az.z) = Ya. [a] — [al) True, embora (Az.z) possa ser aplicado a True.
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No sistema HM, a regra (ANNOT) é bastante simples: ela apenas requer que o tipo

anotado para um termo — (t :: o) — de fato possa ser derivado para esse termo.

2.2.2 Sistema de Tipos Dirigido por Sintaxe

Inferéncia de tipos pode ser definida como o problema de reconstruir anotagoes de tipo
para um termo nao explicitamente tipado, ou que inclui apenas anotacoes parciais de
tipo. Em outras palavras, consiste no problema de determinar, dado um termo t e um
contexto de tipos inicial Ty (possivelmente vazio) se existe uma tipagem (T', o) tal que
I'Fe:oelyg CI.

Esse problema é importante tanto do ponto de vista tedrico como pragmatico, ja
que desejamos programar em linguagens estaticamente tipadas, em que erros de tipo
sao detectados em tempo de compilagao, mas desejamos incluir o minimo de anotacgoes
de tipo em programas, ja que isso ¢ em geral tedioso e anotagoes de tipo excessivas
podem prejudicar a clareza de programas.

No sistema apresentado na Figura [2.3, cada regra tem na conclusao uma forma
sintatica distinta, exceto as regras de generalizagao (GEN) e de instanciagao (INST).
Como essas regras tém a mesma forma sintatica como premissa e como conclusao,
elas podem ser aplicadas em qualquer instante da derivagao; por exemplo, poderiamos
alternar (GEN) e (INST) indefinidamente. Portanto é dificil obter um algoritmo de
inferéncia de tipos a partir dessas regras, nao sendo claro que regras usar, e em que
ordem, para derivar um julgamento de tipo para um dado termo ¢t em um contexto I'.

Se todas as regras tém uma forma sintatica distinta em sua conclusao, dizemos
que o sistema estd na forma dirigida por sintaxe, o que determina completamente a
forma da arvore de derivagao de tipo para um termo particular ¢. Isso é desejével, pois
significa que o algoritmo de inferéncia de tipos pode ser dirigido pela sintaxe de termos,
nao sendo necessaria uma busca exaustiva por uma derivacao de tipo valida.

A Figura [2.5] apresenta uma forma alternativa de regras de derivacao de tipos
dirigida por sintaxe para o sistema HM. ? Nessa formulacao, tipos polimérficos ocorrem
apenas no contexto de tipos. Os locais em que generalizacoes e instanciagoes sao
requeridas sao agora determinados pela sintaxe de termos: a instanciacao de tipos
ocorre apenas na regra (VAR)e a generalizacao ocorre apenas na (LET). Portanto, as

regras derivam julgamentos da forma I' -t : p, onde p é um tipo monomarfico.

2 Uma prova da equivaléncia entre esse sistema e o sistema nio dirigido por sintaxe apresentado
anteriormente pode ser encontrada em [7].
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pu=T
'Et:p
inst
MOS0
L(x:o)kFx:p
I'Ht:m—p
L @:r)bt:p (4BS) Prusr (APP)
'EXet:T—p F'Etu:p
F"wu:o FE9"t: o
. . inst <
Lw:o)btep (LED) u (ANNOT)
'Flet z=win t:p CE(t:o):p
oy
a = fto(p) — fto(l)
bht:p e sy
9"t :Va. p FrstYa. p < [a—=7)p

Figura 2.5. Sistema de tipos HM dirigido por sintaxe

A instanciacao é tratada por meio do julgamento auxiliar
l_inst o < p

que significa que os quantificadores de ¢ podem ser instanciados de modo a obter p.
Se Fst ¢ < p dizemos que p é uma instancia de o (e que o pode ser instanciado para

o tipo p).
De forma dual, a generalizagao é tratada por meio do julgamento auxiliar

I'FI"¢t .0

que infere um tipo polimorfico para um termo, sendo este julgamento usado na regra
(LET) para atribuir tipo a variavel definida nessa construcao. A regra (GEN) especifica
que as variaveis de tipo quantificadas @ devem ser exatamente as varidveis que ocorrem
livres em p e nao ocorrem livres em I[': nao ha necessidade de generalizar sobre variaveis

que nao ocorram livres em p e, por outro lado, é necessario generalizar o méaximo
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possivel.

2.2.3 Inferéncia de Tipos

As regras do sistema apresentado na Figura nao definem um algoritmo, ja que em
vérias delas ocorre um tipo 7 nao especificado: por exemplo, o tipo T que ocorre como
tipo do paramentro da lambda abstracao, na regra (ABS). Dado um contexto de tipos
vazio, e o termo Ax.x, os seguintes julgamentos de tipo seriam véalidos, escolhendo o

tipo 7 como sendo Int, [a] ou a, respectivamente:

F (Az.z) : Int — Int
F(Az.z): [al — [al

F(Ax.z):a—a

E claro que o algoritmo de inferéncia de tipos deve inferir o ultimo desses tipos,
pois é o tipo mais geral para (Azx.z) (a menos de quantificagdo sobre a variavel a).
Do mesmo modo, na regra (INST) precisamos adivinhar os tipos 7 para os quais as
varidveis quantificadas @ devem ser instanciadas.

A idéia para obter o algoritmo de inferéncia de tipos é utilizar novas variaveis
de tipo (fresh) em lugar de tipos nao especificados, determinando o tipo requerido
posteriormente, por meio de unifica¢io [44]. A unifica¢io de dois tipos (monomorficos)
T1 € Ty, escrita como unify(m; = 73), determina a substitui¢ao mais geral S que unifica
esses dois tipos, caso tal substitui¢do exista Mais formalmente, se S = unify(m = 1),

entao S satisfaz as seguintes propriedades:
i) STy = St

ii) para toda substituicdo S’ tal que S'm = 5’7y, existe uma substitui¢ao R tal que

S’ = Ro S (onde “o” denota composi¢ao funcional).

O algoritmo de inferéncia de tipos para HM foi proposto originalmente por Damas
e Milner [10]. Esse algoritmo é apresentado na Figura como um conjunto de regras

de inferéncia para julgamentos da forma
CEt:(p, T

significando que a tipagem (I”, p) é inferida para o termo ¢, dado um contexto de tipos
inicial T'.
Note que variaveis fresh sao utilizadas nas regras (ABS) e (VAR), em lugar dos

tipos indeterminados 7 Nesta tltima regra por meio da redefinicao da relacao de ins-
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pu=T

CEt:(p 1)

'_insto.gp
L(z:o0)bFx:(p, )

(VAR)

Tkt:(p,I))
Fl Fau: (7', Fz)
a fresh a fresh
Loy (x:a)bt:(p, 1) . S = unify(p =1 — a)

(ABS) (4PP)
=Xzt (I'(z) = p, T, ) C'Ftu:(Sa,STy)

L Eoent: (o, 1)
[ F9 2 (o,1) Fho! < o
Iyt (p, 1) st g < p

(LET) (ANNOT)

I['Flet v =wint:(p, I, ) LE(t=o):(p 1)

LCE" ¢ (0,TY) Fnst g < p

@ fu(p) — fro(r") ]
CEt:(p,IV) b fresh

(GEN) (INST)

Lot (Va. p, ) FnstYa. p < a — blp

Fsh o < o

a¢ ftu(o)
|_sh o S p |_sh [
(SKOL) (SPEC) — (MONO)

a—=7)p1 < po
Fh o < Va.p =hva. pr < po Fshr <1

Figura 2.6. Inferéncia de tipos para HM

tanciacao (F"! ¢ < 7), na qual as variaveis quantificadas do tipo a ser instanciado sao

substituidas por variaveis fresh. A determinagao do tipo requerido é feita por meio do
processo de unificagao, na regra (APP).

Na regra (ABS), o tipo da expressao que define o corpo da funcao é inferido no

contexto de tipos I'y, (z : a), significando que qualquer atribuigdo de tipo para uma

variavel de nome igual ao do pardmetro da funcao (x) é retirada do contexto, sendo
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introduzido nesse contexto o tipo (z : a), onde a é uma variavel fresh. O tipo da variavel
x que eventualmente ocorra no escopo externo a lambda-abstracao é recuperado no
contexto resultante (FELF]), na conclusao dessa regra. O mesmo processo é usado na
regra (LET), para restringir o escopo da variavel definida nessa construcao.

No sistema de tipos apresentado na Figura [2.3] a regra para anotagao de tipo é
bastante simples: ela apenas requer que um termo (¢ :: o) de fato tenha tipo 0. Na

inferéncia de tipos, a regra (ANNOT) verifica o tipo anotado em trés passos:
e Obter o tipo mais geral para t, ou seja o', usando F9;

e Esse tipo pode ser diferente do tipo anotado o, pois esse ultimo nao necessaria-
mente é o tipo mais geral de T'. Portanto, o proximo passo é verificar se o tipo o’
é mais geral (ou mais polimoérfico) do que o, o que é feito por meio do julgamento

s ¢! < o (o superescrito sh indica subsun¢do);
e Finalmente, instanciar o, usando .

Diferentemente de ™%, o julgamento F*" ¢’ < ¢ compara tipos polimorficos.

Por exemplo:

Int — Bool < 1Int — Bool
Va.a — a < Int — Int
Ya.a —a < Vb.[b] — [b]
Vab. (a,b) — (b,a) < Ve.(c,c) — (c,c)

Na definicao do julgamento F*" ¢/ < o, a regra (MONO) lida com o caso trivial
de dois tipos monomérficos. No caso mais geral, provar F*" ¢/ < ¢, implica mostrar
que toda instancia de o é também uma instancia de ¢’. Formalmente, para provar

st va. p' < Vb. p devemos provar que:

V7. 37, [a—= T4]p < [b— T)p

Para isso, a regra (SPEC) nos permite instanciar as variaveis de tipo quantificadas de o”,
de maneira a obter p. Mas como podemos verificar que o’ pode ser instanciado, por meio
de (SPEC), para qualquer instancia de o7 A idéia é instanciar as varidveis quantificadas
de o para novas constantes de tipo arbitrarias (fresh), denominadas constantes de
Skolem, e entao verificar se ¢’ pode ser instanciado para o tipo p obtido por esse
processo de skolemizagao. De fato, a regra (SKOL) nao instancia as variaveis de o para
novas constantes de tipo arbitrarias, mas, equivalentemente, apenas verifica que essas
variaveis s@o novas em relagao a ¢’ (isto é, que ndo ocorrem no conjunto de variaveis

livres de ¢, considerando-se possivel renomeacao de variaveis ligadas em o”).
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Note que a regra (SKOL) deve ser aplicada antes da regra (SPEC), uma vez que
esta tltima pressupoe um tipo p do lado direito de <. Ou seja, primeiro instanciamos
o para constantes de Skolem, e entao escolhemos como instanciar ¢’ de modo a casar

com o tipo obtido por skolemizacao de o. Por exemplo, para provar que
Va.a — a <Vbe. (b,c) — (b,c)

primeiro usamos a regra (SKOL) para skolemizar b e ¢, verificando que b e ¢ nao ocorrem
livres em Va.a — a, e entdo usamos a regra (SPEC) para instanciar a para (b,c). A

derivagao tem a seguinte forma:

(MONO)
[a — (b, c)]a — a S (b7 C) - (b7 C) (INST)
Va.a — a < (b,c) — (b, c) (SKOL)

Va.a — a <Vbe. (b,c) — (b, c)

A relacao F*" ¢/ < ¢ pode ser implementada usando skolemizacao e unificacao,
como se mostra a seguir, onde as variaveis ¢x representam novas constantes de tipo,

que portanto nao podem ocorrer no dominio da substituicao retornada pela unificagao.

'_inst O./ S p/
Cx fresh
S = wnify(pf = [T elp)
(SKOL)
Fh o' < Va.p

Sistemas de tipos polimoérficos possibilitam, em geral, obter diferentes derivacoes
de tipo para uma dada expressdo em um determinado contexto. E importante portanto
que o tipo inferido para uma expressao, em um dado contexto, seja o tipo mais geral
que pode ser derivado para a expressao nesse contexto, ja que a seméantica de expres-
soes deve poder ser dada em termos da derivacao do tipo inferido. Para formalizar o
enunciado dessa propriedade de tipo para o algoritmo acima, é necessario introduzir
uma definicao de ordem entre contextos de tipo, a qual é definida em termos da relacao

de ordem entre tipos 5"

dom(T') = dom(I") e para todo (v : o) €T e (z:0') €T, F o <o’
T < T

A inferéncia de tipos no sistema HM satisfaz as seguintes propriedades importantes,

que garantem a sua coeréncia em relagdo ao sistema de tipos (para uma prova dessas
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propriedades veja, por exemplo [40, [35]):
Teorema 2.2.1 (Corregao) Para todo termot, se 't : (p,1”) entao I"Ft: p

Teorema 2.2.2 (Tipo Principal) Para todo termost, se ' =t : o, entao I' - ¢ :
(1,1), onde F" T < T eI" 9 ¢t : (o', 1) o' <o.

2.2.4 Semantica

De maneira geral, existem dois estilos de atribuir significado a termos de uma linguagem
tipada, usualmente denomidados intrinseco ou extrinseco ou, alternativamente, estilo
Church e estilo Curry|2], respectivamente. No estilo Church, a seméntica é definida
sobre derivagoes no sistema, sendo portanto atribuido significado apenas a termos bem
tipados. Nessa visao, a nogao de tipo é anterior & nogao de significado e, portanto, nao
faz sentido a questao “qual é o comportamento de um termo nao tipado?”.

Uma seméantica em estilo Curry, por outro lado, atribui significado aos termos
independentemente de seu tipo (portanto, termos nao envolvem anotagdes de tipo),
sendo esse significado o mesmo que na versao nao tipada da linguagem. Em outras
palavras, nessa visdo primeiro sdo definidos os termos (nao tipados) e sua seméantica
(por meio de regras de redugao), sendo posteriormente definido um sistema de tipos,
que rejeita termos cujo comportamento é indesejado.

A seméntica de expressoes do sistema HM é definida na Figura 2.7, em estilo

Church, sobre derivagoes do sistema de tipo dirigido por sintaxe:
CEt:p~t

onde “o termo ¢t tem tipo p no contexto I', tendo signicado ¢’. Nessa Figura, omitimos
as definicoes das relacoes Ft e 9" uma vez que nao sao relevantes para a semantica
de termos.

O mecanismo fundamental para a definicao de seméantica dos termos de HM é a (3-
reducao[l], que prové uma nogao de um passo de avaliagdo (ou computagao) dos termos
da linguagem. Uma aplica¢ao da forma (Az.t) u reduz para a expressao [x — ult, isto
é, para o termo obtido pela substituicao no termo t de todas as ocorréncias livres da
variavel x pelo termo u, sendo essa substituicao valida apenas se nao resulta em captura
de variaveis livres em u. Por Exemplo a substituigao [z — y|(Ay.zy) ndo seria vélida,
ja que resultaria no termo (Ay.yy), em que a variavel livre x é capturada nesse processo

de substituicao.?

3Veja, por Exemplo [T} 2, 40] para uma defini¢do precisa das nogoes de varidveis livres e substituicao
sem captura de variaveis.
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p

=T

’Fl—t:

p~>t

'_inst o S )

(VAR)

C,(z:m)bEt:ip~~t

F'Flet z=wuin t:p~ [z — ]t

Co(z:o)kFxz:p~x

CHt:7—p~ (Ax.t)
F'Fu:7~d

DRI (to):p~t

(ABS) (APP)
F'FXe.t:7—p~ da.t/ CEtu:p~[z—d]t
CHI"u o~ Lot o st
DC(x:o)bFt:p~t Fsho! <o Fmstg <p
(LET) (ANNOT)

Figura 2.7. Seméantica do sistema HM

A propriedade mais fundamental de um sistema de tipos é correcao (em inglés,
safety ou soundness), que garante que a avaliagdo de um termo bem tipado nao re-
sulta em “erro de tipo™: sua execucao nao falha inesperadamente. Isso é determinado
estaticamente, isto é, sem que o programa seja executado, o que prové ao programador
uma garantia parcial de robustez ou seguranca do programa.

A prova de que o sistema HM é correto em relacao a seméntica definida na Fi-
gura deriva diretamente das duas seguintes propriedades mais fundamentais (para

uma prova dessas propriedades, veja, por Exemplo, [35], [40]).

Teorema 2.2.3 (Progress) : Sejat um termo fechado da linguagem tal que '+t : p.

Entao ' =t : p~t', para algum termo t'.

Intuitivamente, essa propriedade garante que todo termo bem tipado t pode ser avaliado
segundo as regras de avaliacao de expressoes da linguagem, ou seja, t ¢ um valor ou

pode ser reduzido para algum termo t'.
Teorema 2.2.4 (Preservation) : Sel'kt:p~t entao Tt :p .

Intuitivamente, o esse teorema garante que o termo resultante da aplicagao de
um passo de avaliagao sobre um termo bem tipado é também um termo bem tipado, e

tem o mesmo tipo principal que o tipo original.
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2.3  Polimorfismo de Rank Superior

Sistemas com suporte para polimorfismo de rank arbitrario (ou rank-n) sdo mais ex-
pressivos que o sistema HM, possibilitando definir fungoes com parametros de tipo poli-
morfico, tais como no Exemplo , apresentado anteriormente. Nesse Exemplo, o
parametro g é usado polimorficamente no corpo da fungao foo, sendo aplicado a listas
de booleanos e listas de caracteres, o que é refletido na anotacao de tipo provida para
a funcao foo. A aplicacao foo reverse, por Exemplo, seria valida, produzindo como
resultado ([False, Truel], [’c’,’a’,’b’]). A definicao da funcao foo, entretanto,
nao seria bem tipada no sistema HM, pois esse sistema requer que parametros de fun-
¢oes tenham tipo monomdrfico — o sistema de tipos pode atribuir a g o tipo [Int] —
[Int] ou [Bool] — [Bool], mas nao o tipo polimorfico Va. [a]l — [a], o que apenas
seria permitido em um sistema com suporte para polimorfismo de rank superior.

Aplicagoes mais interessantes de tipos polimoérficos de rank superior sao descritas
em [45, [38,50]. Coloca-se portanto a questao: “é possivel estender o sistema HM de modo
a considerar tipos polimoérficos de rank superior, mas sem que o sistema resultante, ou o
mecanismo de inferéncia de tipos, seja demasiadamente complicado?” Alguns trabalhos
que buscam dar resposta a essa questao sao discutidos na Se¢ao [2.3.2]

A referéncia fundamental para sistemas de polimorfismo de rank arbitrario (ou
rank-n) é o sistema F proposto simultaneamente por Girard|[14], 18] e Reynolds[43],
também chamado de lambda calculus de segunda ordem, devido a sua correspondéncia
com a Loégica Intuicionista de Segunda Ordem (veja [14, 18]). O sistema F nao é
entretanto adequado como base para a implementacao de suporte a polimorfismo de
rank superior em linguagens de programacao, porque nao possui a propriedade de tipo
principal e a inferéncia de tipos nesse sistema é indecidivel [55].

O sistema F é comumente usado como linguagem objeto para a definicao de
semantica de extensoes do sistema HM, tanto para suporte a polimorfismo de rank
superior como para polimorfismo de sobrecarga, e tem sido usado como linguagem

objeto em compiladores de linguagens funcionais modernas.

2.3.1 Sistema F

A linguagem de tipos (o) do sistema F é como definida anteriormente (na Secao [2.1)):
note que p =7 | 0 — 0. A linguagem de termos e expressoes do sistema F (explicita-
mente tipado) é apresentada na Figura . Nessa linguagem, cada ocorréncia ligada
de variavel é anotada com seu respectivo tipo. Uma aplicagdo de tipo explicita (e o)

especifica os tipos que instanciam uma funcao polimoérfica f e uma abstragao de tipo
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Expressoes

e,f = «x Variaveis
| Aa.e Abstracao de tipo
| Mz :o).e Abstragao funcional
| (e o) Aplicagao de tipo
| (fe) Aplicagao de valor
| let (z:0)=e;in ey Defini¢ao local

Figura 2.8. Sintaxe da linguagem do sistema F

[V(x:0)kFe:o

p=T]|0oc—0o

C(z:o)Fzx:o

(VAR)

'f:0/—0 TI'ke:o

(4BS) (aPP)
I'FXz:o)eio —o I'E(fe):o
[Fe:o (TABS) [FAae:Va.o ey
I'FAa.e:Va.o F'F(ed):lar oo

ke o0 T,(x:0)kFe:o
'Flet (z::0)=ejin ey : 0

(LET)

Figura 2.9. Sistema F

explicita (Aa.e) especifica como e onde é feita generalizagdo sobre variaveis de tipo.

Definigoes locais sao incluidas na linguagem apenas por conveniéncia, embora nao se-

jam necessérias, ja que uma defini¢do local let (x :: 0) = e; in ey é equivalente a

aplicacao ((M(x :: 0).e3) €1).

Figura [2.9]

As regras de derivacao de tipo para expressoes do sistema F sao apresentadas na

No sistema F é possivel atribuir tipo, por Exemplo, & expressao \x.x x (de fato,

uma quantidade infinitamente enumeravel de tipos), tal como, por Exemplo, os tipos

(Va.a) — (Va.a) ou (Va.a — a) — (Ya.a — a). Note que nenhum desses dois tipos é

instancia um do outro; e é possivel mostrar que nenhum outro tipo derivavel para essa

expressao é mais geral do que ambos (isto é, pode ser instanciado para cada um deles),

o que significa que o sistema F nao possui a propriedade de tipo principal.
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2.3.2 Estendendo HM com polimorfismo de rank-n

Alguns trabalhos recentes propoem extensoes ao sistema HM no sentido de prover poli-
morfismo de rank superior, buscando manter compatibilidade com HM na auséncia de
anotagoes de tipo (isto é, nesse caso, o tipo inferido deve ser o mesmo que o obtido
em HM), mas usar anotagoes de tipo explicitas para possibilitar a defini¢ao de fungoes
de ordem superior, buscando prover a mesma expressividade do sistema F. E claro que
¢ também desejavel que os requerimentos de anotagoes de tipo em programas sejam
minimos. Para isso, a idéia é propagar a informagao provida pelas anotagoes de tipo
ao longo do programa (durante a inferéncia de tipos), evitando assim o requerimento
de anotacoes de tipo redundantes.

A idéia de propagar anotagoes de tipo em programas, usando essa informacao
para guiar a inferéncia de tipos foi primeiramente proposta por Pierce and Turner [41],
sendo chamada de inferéncia de tipos local. O termo inferéncia de tipo bidirecional é
usado em [38], trabalho que propoe um algoritmo para inferéncia de tipos no sistema
de polimorfismo de rank superior proposto por Odersky e Laufer [37], um dos primeiros
trabalhos no sentido de estender HM com polimorfismo de rank superior.

O sistema de tipos proposto por Odersky e Laufer, diferentemente do sistema
F, admite instanciacao de quantificadores que ocorrem no lado esquerdo do constru-
tor funcional (deep instantiation), levando em conta, naturalmente, a contra-variancia
deste construtor. O sistema proposto neste trabalho é predicativo (variaveis quantifica-
das podem ser instanciadas apenas para tipos monomorficos), o que restringe bastante
a sua expressividade. Considere, por Exemplo, a aplicacao length ids, onde os tipos

de length e ids sao:

length :: Va.[a]l — Int

ids :: [Ve.c— ¢l

Para que a aplicagao a aplicacao length ids seja bem tipada, a variavel quantifi-
cada (a) no tipo de length deve poder ser instanciada para o tipo polimorfico Ve. ¢ — c.
Outra desvantagem do sistema de Odersky e Laufer é requerer anotagoes de tipo redun-
dantes e excessivas, problema mais tarde contornado em [38], por meio do mecanismo
de propagacao de tipos, ou inferéncia de tipos bidirecional.

O sistema F<n, proposto por Mitchell [36], permite deep instantiation e & im-
predicativo (variaveis quantificadas podem ser instanciadas para tipos polimorficos), e
atribui tipo a toda expressao bem tipada no sistema F. A vantagem de F<» em relagao
a F é que o primeiro possui a propriedade de tipo principal, o que leva os proponentes

deste sistema a argumentar que ele seria, portanto, mais adequado como base para a
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implementacao de polimorfismo de rank superior em linguagens de programacao.

A inferéncia de tipos para F<», mesmo na presenga de anotagoes de tipo, é en-
tretanto extremamente complicada. O algoritmo de inferéncia de tipos apresentado
em [II] é baseado em F<n, mas entretanto resolve o problema de decidir adequa-
damente, em todos os casos, quando varidveis quantificadas devem ser instanciadas
predicativamente ou impredicativamente.

Para entender esse problema, considere, por Exemplo a aplicacao choose id,

onde os tipos de choose e id sao:

choose :: Va.a—a—a
id :: Vb.b—b

No sistema HM, o tipo inferido para a expressao (choose id) seria Vb.(b — b) —
(b — b). Entretanto, se o tipo de choose pode ser instanciado impredicativamente,
poderiamos também tipar essa expressao com o tipo (Vb.b — b) — (Vb.b — b), e
nenhum desses tipos é principal (esses dois tipos sdo incomparéveis no sistema F).

No sistema MLF, apresentado em [28, 29], o problema de “adivinhar” quando deve
ser feita instanciacao predicativa ou impredicativa é resolvido estendendo-se a lingua-
gem de tipos do sistema F, de modo a incluir tipos com restricoes de instanciagao.
Por Exemplo, nessa linguagem, poderia ser atribuido & expressao choose id o tipo
principal V(a > Vb.b — b).a — a. Novamente, a inferéncia de tipos é extremamente
complicada, o que motivou a simplificagao de MLF proposta em [31],32], na qual é reque-
rida anotacao explicita de tipo para todo paradmetro de funcao com tipo polimoérfico,
sendo essa informacao usada para simplificar a inferéncia de tipos. Esse tltimo traba-
lho considera também a possibilidade de restringir o sistema, de modo que anotacoes
de tipo sejam restritas a tipos do sistema F (e nao tipos de MLF).

Os trabalhos apresentados em [51], 52] também buscam contornar esse problema,
mas procurando manter a mesma linguagem de tipos do sistema F. No sistema propoto
nesses trabalhos — FPH — o tipo inferido para a aplicagao choose id, por Exemplo,
seria o tipo principal dessa expressdo no sistema HM, ou seja, Va. (a — a) — (a — a).
O tipo (Va.a — a) — (Ya.a — a) poderia ser inferido apenas no caso de ser provida a

anotagao explicita de tipo (choose id) :: (Va.a — a) — (Va.a — a).

2.4 Conclusao

Neste Capitulo fizemos uma revisao sobre sistemas de tipo com suporte a polimorfismo

paramétrico, apresentando detalhadamente o sistema de Hindley-Milner, que prové su-
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porte a polimorfismo de rank-1, e também discutimos algumas propostas de extensao
a esse sistema no sentido de prover polimorfismo de rank-n. Como vimos, tais exten-
soes possibilitariam a definicao de uma funcao tal como a funcao foo, apresentada
no Exemplo , mediante anotacao explicita do tipo do paradmetro dessa funcao.
Considerando o tipo anotado para foo nesse Exemplo, seria valida, por Exemplo, a
aplicagao foo reverse.

O Capitulo [3] apresenta uma extensao do sistema de Hindley Milner para prover
suporte a definicoes sobrecarregadas, a qual é baseada no mecanismo de classes de
tipos de Haskell. Veremos que essas duas extensoes nao estao ainda adequadamente
integradas: embora sistemas com polimorfismo de rank-n possibilitem definir uma
funcao com parametro de tipo polimoérfico, nao é possivel aplicar tal funcao a um
argumento de tipo polimorfico restrito, ou seja, a uma expressao cuja definicao envolve

o uso de algum simbolo sobrecarregado.






Capitulo 3

Polimorfismo Restrito: Sobrecarga

O polimorfismo ad hoc, ou polimorfismo de sobrecarga, possibilita prover diferentes
definigoes para um mesmo simbolo (ou variavel), possivelmente com tipos distintos,
sendo a definicao com o tipo apropriado escolhida de acordo com o contexto no qual o
simbolo é usado. Em outras palavras, a definicao apropriada de uma fungao é escolhida
de acordo com o tipo e a aridade dos argumentos ao qual a funcao é aplicada ou de
acordo com o tipo requerido para o resultado dessa aplicacao.!

Note que o polimorfismo de sobrecarga difere do polimorfismo paramétrico discu-
tido anteriormente, no qual uma funcao polimérfica tem uma defini¢ao tnica, que opera
de maneira uniforme independentemente do tipo da expressao na qual ela é usada. A
combinagao, em uma linguagem de programacao, dessas duas formas de polimorfismo
— paramétrico e de sobrecarga — resulta em grande expressividade da linguagem,
como veremos em Exemplos apresentados neste capitulo.

Este capitulo apresenta uma extensao do sistema HM para suporte a sobrecarga,
baseada no sistemas de classes de tipos de Haskell, que denominamos sistema CTH. Esse
sistema é uma versao do sistema de tipos qualificados proposto por Mark Jones |19} [15],
mas inclui também idéias propostas em [3 4]. O sistema CTH constitui a base para a
defini¢ao do sistema de tipos proposto no capitulo [l

A Secao prové uma introducao ao sistema de classes de tipos de Haskell. A
Secao apresenta a sintaxe de tipos e expressoes do sistema [3], dorvante denominado
CTH e a Secao apresenta as regras de derivacao de tipos nesse sistema. A inferéncia

de tipos é apresentada na Segao[3.4l A semantica de expressoes desse sistema ¢ descrita

! Algumas linguagens de programacio, tais como Java, possibilitam apenas a sobrecarga de sim-
bolos que representam fungoes, de maneira que a definigao apropriada possa ser selecionada de acordo
com o tipo e namero de argumentos ao qual a funcao é aplicada. Essa estratégia é denominada so-
brecarga independente de contexto, enquanto que a estratégia adotada em Haskell, mais flexivel, é
denominada dependente de contexto[54].

29
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na Secao (3.4.1]

3.1 Classes de tipos em Haskell

Considere a definigao, em Haskell, de uma funcao elem que determina se um dado valor

é elemento de uma lista dada:

elem :: Eq a => a -> [a]l -> Bool

elem y [] False

elem y (x:xs) = y==x || elem y xs

Note que essa fungao se comporta de maneira uniforme para listas de elementos de
qualquer tipo, exceto que é definida em termos do teste de igualdade (==), que opera
diferentemente para valores de tipos diferentes — em outras palavras, (==) é um sim-
bolo sobrecarregado. A restri¢ao de tipo Eq a que aparece no tipo dessa func¢ao indica
essa dependéncia, e restringe a aplicacao dessa funcao a listas de elementos para os
quais a operacao (==) ¢é definida.

Em Haskell, a definicao de um simbolo sobrecarregado é feita por meio do meca-
nismo classes de tipos. Esse mecanismo ¢ ilustrado por meio do Exemplo a seguir, que

apresenta a definicao da classe Eq, que define os tipos dos simbolos (==) e (/=):

class Eq a where
(==) :: a ->a -> Bool

(/=) :: a -> a -> Bool

A definicao do operador (==) para valores de tipos especificos é provida por meio
da definicao de instdncias dessa classe. Para tipos basicos, tais como Int, a defini¢ao
seria dada em uma definigao de instancia tal como a seguir, onde primEqInt ¢é o teste

de igualdade pré-definido para valores inteiros:

instance Eq Int where
(== = primEqInt
(a /= b) = not (a == b)

A declaracgao de instancia a seguir exemplifica a definicao de uma instancia dessa

classe para listas (polimorficas):
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instance Eq a => Eq [a] where
[] == [ ] = True
(x:xs) == (y:ys) = (x == y) && (xs == ys)

Note que, nessa definicao, o teste de igualdade para elementos de um tipo arbitrario,
mas fixo, é usado para definir o teste de igualdade para listas de elementos desse tipo.
Em face dessas defini¢oes, a operacao (==) pode ser usada para comparar listas de
iniimeros tipos, como por Exemplo [Int], [[Int]], e assim por diante.

Uma declaracao de classe pode possivelmente incluir restricoes de classe, como

no Exemplo a seguir, estabelecendo desse modo uma hierarquia entre classes:

class Eq a => Ord a where
(>) :: a ->a -> Bool

(>=) :: a ->a -> Bool

A restri¢ao de classe Eq a na definigao da classe Ord a significa que apenas podem ser
definidos como instancias dessa classe tipos que sejam instancia da classe Eq a.

O sistema de classes de tipos de Haskell [15] é originalmente baseado nos trabalhos
propostos em [53, 2I]. Outros trabalhos propoem extensoes a esses primeiros, como a
defini¢ao de classes de tipos com multiplos parametros [25] ou de classes parametrizadas
por construtores de tipos [22], 25], a definicao de dependéncias funcionais [20] 24, 12|
49| ou alternativas para essa proposta [6l [4], ou analisam questdes referentes a esses
sistemas, tais como a inferéncia de tipos [3, 13, 47, 48], o problema de coeréncia ou
ambiguidade [20, [4], ou abordagens de “mundo aberto” ou “mundo fechado” para a
defini¢ao de instéancias de classes [3].

As sec¢Oes a seguir apresentam um sistema de tipos para suporte a sobrecarga,
juntamente com a seméantica desse sistema e o algoritmo de inferéncia de tipos corres-
pondente. O sistema de tipos aqui apresentado, referenciado como sistema CTH, uma

versao baseada nos sistemas apresentados em [21] e [4].

3.2 Classes, Instancias e Polimorfismo Restrito

A Figura[3.Iapresenta a sintaxe livre de contexto de tipos e expressoes da linguagem do
sistema CTH. Por simplicidade, nesse sistema nao consideramos classes parametrizadas
por construtores de tipo (e o problema relacionado de inferéncia de kind [22]), mas
supomos que classes podem ser parametrizadas por multiplas variaveis de tipo.

Um programa consiste de declaragoes de classe e declaragoes de instincia, com
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Tipos monomoficos T = a|mn—omn

Tipos com restri¢oes p = P=r7

Tipos polimérficos o n= Va.p

Predicado de classes K = CT1

Contexto de predicados P,Q == 0| P&

Contexto de tipos r = 0| T, (x:0)

Contexto de classes re = 0| T (class P = k) | T'°, (inst P = k)
Programas P = ¢D; iD; t

Declaracao de classe cD = <class P= CT where T 7
Declaragao de instancia D = instance P = CT where T =¢

Figura 3.1. Sintaxe da linguagem do sistema CTH

escopo global, e de uma expressao, sendo a sintaxe de expressoes como no sistema HM.

Uma declaracao de classe

= T
class P = Ca where {zy = 7(;...;0, = T,}
especifica o nome (C') e os parametros (@) da classe, bem como as assinaturas dos sim-
bolos sobrecarregados definidos nessa classe ({x; :: 77,..., 2, : 7.}), podendo incluir
restrigoes de classe (P). O tipo especificado para cada simbolo declarado na classe
deve incluir todas as variaveis que sao parametros da classe. 2

Uma declaracao de instancia
instance P = C'T where {z; =e1;...;2, =¢€,}

especifica 0 nome da classe para a qual a instancia é definida (C), assim como os ti-
pos para os quais s@o instanciados os parametros da classe (), e prové uma definigdo
para cada um dos simbolos sobrecarregados da classe. E claro que essa declaracéo de
instancia apenas é valida se existir a declaragao correspondente da classe C e i) o ca-
begalho da declaragao de instancia (C'T) corresponde a uma instanciagao do cabegalho
da classe C' (obtida por uma substituigao dos parametros da classe por tipos apropri-
ados); ii) pode-se verificar que a defini¢gdo provida para cada simbolo da classe tem o

tipo apropriado (ou seja, o tipo obtido instanciando-se o tipo provido na assinatura

2Algumas restricbes devem ser impostas as definicdes de classe, tal como nao circularidade da
hieraquia de classes, de maneira a garantir decidibilidade da relagao de provabilidade de predicados
de classe (veja [47, [48]).
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PEQ (cass@Q=r)el* reqQ
P=A{s'}

PEQ (instQ=r)elc
P = {r}

super

Figura 3.2. Provabilidade de predicados de classe

desse simbolo conforme definido na declarac¢ao de instancia).

Um tipo o inclui agora um conjunto (possivelmente vazio) de predicados de classe,
da forma C'7, que impoem restri¢gdes sobre os tipos para os quais o pode ser instanciado.
A meta variavel k é usada para denotar um predicado de classe; P e () denotam
conjuntos de predicados de classe; escrevemos P,k para denotar o conjunto P U {k}
e P,Q) para denotar P U (). Um tipo Va.P = 7 representa o conjunto dos tipos
[a — T/|P = [a — 7/]7 tais que os predicados de classe [a — 7/] P podem ser satisfeitos,
isto &, = [a — 7/| P é provavel.

A relagao de provabilidade de predicados P = ) é determinada pelo conjunto de
declaragoes de classe e declaragoes de instancia presentes no programa, de acordo com
as regras especificadas na Figura [3.2]

Note que a relagao P = @) é parametrizada por um contexto de classe I'°; o
qual é determinado pelas declaragoes de classes e declaracoes de instancia presentes no

programa, e contém dois tipos de termos:

class P = Kk corresponde a primeira linha de uma declaracao de classe;

cada classe em P é uma superclasse da classe nomeada em k

nst P = kK corresponde a primeira linha de uma declaragao de instancia;
se existe uma instancia de cada classe em P entao existe uma

instancia de &

Por Exemplo, as declaragoes de classe e de instancia apresentadas no inicio desta
Secao produzem o contexto de classes I' a seguir e introduzem, no contexto de tipos

global, digamos I'y, uma atribuicao de tipo para cada um dos simbolos sobrecarregados
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Monotonicidade (id) PEP
(term) PO
(fst) PQEP
(snd)  PQEQ
PEQ® PER
(univ) PEQ,R
PEQ QER
Transitividade  (trans) PE=R
PEQ
Fecho (subs) SPESQ
PEQ PEQ
Estruturais (dist) PP EQ,Q
PEQ PQER
(cut) PER

Figura 3.3. Propriedades de P = @

declarados nas classes:

I'e = {class ) = Eq a, class {Eq a} = Ord a,
inst ) = Eq Int, inst {Eq a = {Eq [al} }

I' = {(==):Va.Eq a= a— a— Bool,
(>) :: Va.0rd a = a — a — Bool,
(>=) :: Va.0rd @ = a — a — Bool }

A relagao de provabilidade de predicados P |= @ satisfaz as propriedades apre-
sentadas na Figura 3.3 conforme definido em [21].

Dado o contexto de classe I'® acima, seria possivel provar, por Exemplo, () =
{Eq [Int]}, usando a regra de transitividade, ja que é possivel provar, nesse contexto

de classe, ) = {Eq Int} e {Eq Int} |= {Eq [Int]}, como se mostra a seguir:
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D=0 v (inst ) = Eq Int) € I'°

0 = {Eq Int}

(inst)

{Eq o} F{Eq a] " (inst {Eq a} = Eq [a]) €T
{Eq a} = {Eq [al}
{Eq Int} |= {Eq [Int]}

(inst)

3.3 Sistema de Tipos

O sistema de tipos CTH é apresentado na Figura 3.4 na forma de regras para julga-
mentos da forma
P;T'Ht:r

significando que “o tipo 7 pode ser atribuido ao termo ¢ em um contexto de tipo I', se
os predicados de classe P podem ser satisfeitos”. Para maior brevidade, optamos por
apresentar o sistema diretamente em uma versao dirigida por sintaxe, que serd mais
util para a posterior definicao da inferéncia de tipos.

As regras de derivacao de tipos sao semelhantes as do sistema HM, mas é requerido
aqui um tratamento apropriado do contexto de predicados de classe. Na regra (APP),
os predicados de classe que restringem tanto o tipo da fungao (¢) como o tipo do
argumento (u) devem ser considerados como restrigdes sobre o tipo da aplicagao (t u).

Na regra de generalizagao, os predicados de classe P requeridos na derivacao de
tipo P;I' - t : 7 sao movidos do contexto de predicados de classe para o tipo, e as
variaveis livres do tipo resultante P = 7 sao quantificadas.

A instanciacao é restringida pelos predicados de classe do tipo, em conformidade
com a rela¢ao de derivabilidade de predicados P | . Por, Exemplo, no contexto
de classes I'°, o tipo Va.Eq a = a — a pode ser instanciado, por Exemplo, para
[Int] — [Int] por meio da substitui¢ao [a — [Int]], j4 que ) &= Eq [Int], como
provamos anteriormente.

A restricao imposta na derivacao do julgamento ;T F ¢ : o é usada para evitar
a derivagao de tipos ambiguos. Para entender essa nocao de ambiguidade, considere
as seguintes defini¢coes de classe, que especificam os tipos das fungoes sobrecarregadas
show e read, para conversao de valores de um determinado tipo a em um valor de tipo

String e vice-versa, respectivamente:
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Finst g < P =1
P, (x:0)Fx:T

(VAR)

P,THt:7 -7

Pl (x:7)Ft:T Q;THu:7
(4BS) (APP)
P, THXet:7—71 PQ;THtu:T
| I TR LH"t: o
P;T, (z:o)bt:T Finst g < P =1
(LET) (ANNOT)
P;T'Flet z=win t:7 P;T'H(tzo):T

o<y

P;Tkt:T

ft’l)(P - P |}tv(7—)> = (Z)

5 — ftU(P :> T) - ftv(r) (GEN) : Q }Z [a = T/]P (INST)
9"t :Va. P =1 st (Va. P = 1) < (Q = [a— T'|7)

Figura 3.4. Sistema de tipos CTH

class Show a where
show :: a — String
class Read a where

read :: String —a
Na presenga dessas declaragoes de classe, é possivel derivar para show e read os tipos:

show :: (Show a) = a — String
read :: (Read a) = String — a

Nesse contexto seria possivel derivar para a expressdo \x— > show(read x) o tipo
Va. (Show a,Read a) = String — String. Entretanto, esse termo é ambiguo, pois
nao seria possivel determinar quais as instancias (ou definigdes) de read e show de-
veriam ser usadas nesse caso; o tipo Va.(Show a,Read a) = String — String ¢
também dito ambiguo.

A derivagao de tipos ambiguos pode ser evitada impondo-se uma restri¢ao sin-
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tatica apropriada sobre os tipos derivaveis no sistema de tipos. Para sistemas com
suporte a classes de tipos com multiplos parametros essa restricao pode ser expressa
como no sistema de tipos CTH, tendo sido essa restrigao originalmente proposta em [3].
Informalmente, um tipo Va. P = 7 é ambiguo se existe alguma variavel em P que nao
é atingivel a partir do conjunto de variaveis de 7. Uma variavel a de P é atingivel a
partir de um conjunto de variaveis V' se a € V' ou a ocorre em algum predicado x € P
que contém uma variavel atingivel a partir de V. Uma restricao ¢ atingivel a partir
de V' se contém alguma variavel atingivel a partir de V. Essa nocao é formalizada por
meio da operagao P |},, definida na Figura .

Ply={CT7eP | ftv(@®NV #£0}

P e P |y if fto(P |y) CV
= P [%ppy) Otherwise

Figura 3.5. Restrigoes de P atingiveis a partir de V

3.4 Inferéncia de Tipos

O algoritmo de inferéncia de tipos para o sistema CTH é apresentado na Figura [3.6]
O algoritmo de inferéncia de tipos é apresentado na forma de um conjunto de

regras de derivacao para julgamentos da forma
P;T'kt:(p, P T)

significando que a tipagem (P’, I, p) é inferida para o termo ¢ no contexto de tipos T,
e em presenca das restricoes determinadas pelo contexto de predicados de classe P.

O algoritmo de inferéncia de tipos é essencialmente o mesmo que para o sistema
HM, exceto pelo tratamento dos contextos de predicados de classe.

Na regra da aplicagao, o contexto de predicados inferido para a aplicagao (t u) é
obtido pela uniao dos contextos de predicados de classe usados na inferéncia de tipos
para t e para u. Para entender a razao disso, considere a inferéncia de tipos para a

aplicagao (¢ u), em um contexto I', onde I' = {t : Va.(T a) = (a — Int) — a, u :
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P, T+t (r,P,T)

st g < P 7
P;T,(z:0)Fax:(r,PT)

(VAR)

P7 Fl_tZ(Tl,Pl,Fl)
P; F1|_UZ(’7'2,P2,F2)

P, Ty, (x:a)-t:(r,P,T) S = unify(m =1 — a)
a fresh a fresh
(ABS) (4PP)
Py EAet: (U(z) - 7, P T, ) P;TFtu:(Sa,S(P,P),STs)
CrHo ¢ (o), 1Y)
L9y (o, 1) Fsho! <o
P;T! (x:0)Ft:(r, P TV st g < Pl = 1
- ; ; (LET) ; ; (ANNOT)
P;THlet z=win t: (1, P, I, ) P;TE(t:o):(r,P,T)
LE ¢ (o,17) Finst g < p
P;THt:(r,Q,1")
ftU<Q_Q ‘}t’u(ﬂ) :(Z) Q ): [CLI—)b]P
a= — ! b fresh
a= ftv(Q = 1) — fto(I") (GEN) ‘ fres (INST)
k"¢ (Va.Q = 7,17) Frstya, P =1 < Q= la— b7
Fsh o < o

S = match(t > 7')

Q= SP
b fresh

Fhva. P=1<Vb.Q =1

(SH)

Figura 3.6. Inferéncia de tipos para CTH

Va. (U a) = a — a} e um contexto de predicados vazio, a qual é apresentada a seguir:

FtVa. (T a) = (a — Int) — a < (T a1) = (a1 — Int) — a;
(T a1); TFt:((a1 — Int) — ay, (T a1),T)

(VAR)

st e, (U a) = a — a < (U ag) = ay — ap

(VAR)
(U ag); T'Fu: (ag — ag, (U ag),T)

S = unify((a; — Int) — a3y = (ay — a2) — a) a fresh

(APP)
0; T (tu): (Int, (G Int,0 Int),T)
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As regras que definem a relacdo de ordem em tipos polimérficos F¥" ¢’ < o
sao também modificadas levando em conta a relagao de provabilidade de predicados.
Note que as relacdes F™! ¢ < p e F*" ¢/ < ¢ sdo implicitamente parametrizadas pelo
contexto de classe I'°, ja que este induz a relagdo P = Q.

Para que o sistema apresentado na Figura seja de fato um algoritmo, deve
ser ainda definido um algoritmo para implementacao da relagao de provabilidade de
predicados P = Q). Vamos omitir aqui a defini¢gao desse algoritmo, remetendo o leitor
interessado aos trabalhos apresentados, por Exemplo, em [4, 48]. E preciso aqui obser-
var que, para que tal algoritmo exista, isto é, para que a relagdo P |= @) seja decidivel,
é necessario impor restricoes apropriadas sobre a forma das declaracoes de classes e
declaragoes de instancias, uma vez que a relagdo P |= @, para predicados de classe
arbitrarios, é indecidivel (veja [47]).

O algortimo apresentado na Figura [3.6] é correto em relagao ao sistema de ti-
pos CTH e infere tipos principais para termos desse sistema. Essas propriedades sao
expressas formalmente pelos teoremas a seguir, cujas provas podem ser encontradas
em [21].

Teorema 3.4.1 (Correcao) Se P;I'Ft: (1, P, T") entdo P;T" -t : 7

Teorema 3.4.2 (Tipo Principal) Para todo termo t, se P;T' F9" t : o, entdo
P;T Rt (7,T"), onde " T <T e "o’ <o.

3.4.1 Semantica

A seméntica de classes de tipos de Haskell pode ser definida no chamado estilo de
“passagem de dicionario” proposto por Wadler e Blott [53], e que constitui um caso
particular da seméantica para sistemas de tipos com predicados definida por Mark Jones
em [21]. Para compreender essa idéia considere novamente as seguintes declarages de

classe e de instancia, apresentadas anteriormente na introducao desta Secao:

class Eq a where
(==) :: a ->a -> Bool

(/=) :: a ->a -> Bool
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class Eq a => Ord a where
(>) :: a->a ->Bool

(>=) :: a -> a -> Bool

instance Eq Int where
il == i2 = primEqInt il i2
il /= i2 = not (il == i2)

instance (Eq a) => Eq [a] where
(] == []
(x:x8) == (y:ys)

True

(x == y) & (xs == ys)

Xs /= ys not (xs == ys)

elem :: Eq a => a -> [a] -> Bool
elem x [] = False
elem x (y:ys) | x==y = True

| otherwise = elem x ys

Informalmente, a seméantica de “passagem de dicionario” pode ser compreendida

do seguinte modo:

e uma definicdo de uma classe C' é traduzida como um tipo polimérfico de um
dicitondrio que contém defini¢oes de simbolos cuja assinatura é especificada nessa

classe, sendo os parametros desse tipo exatamente os parametros da classe;

e uma declaracao de instancia da classe C' é traduzida como valor de uma instancia
do tipo do diciondrio de C', o qual contém defini¢oes especificas para cada simbolo

sobrecarregdo da classe

e uma expressao que envolve um simbolo sobrecarregada definido em uma classe
C é traduzida como uma fung¢ao que tem um parametro adicional, cujo tipo é o

tipo do diciondrio dessa classe.

De acordo com essa semantica, as declaragoes apresentadas acima, por Exemplo,

poderiam ser traduzidas do seguinte modo:
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- tipo do dicionario da classe Eq

data Eq a = DEq {(==)::(a->a->Bool), (/=)::(a->a->Bool)}

- tipo do dicionario da classe 0Ord

data Ord a = DOrd {dEq::Eq a, (>)::a->a->Bool, (>=)::a->a->Bool}

- dicionadrio correspondente a instancia Eq Int
dEqInt :: Eq Int
dEqInt = DEq {(==) = primEqInt, (/=) = \ x y -> not (x == y)}

- dicionadrio correspondente a instadncia Eq [al

dEqList :: Eq a -> Eq [a]
dEqList d = DEq {(==) = el, (/=) = \ x y -> not (el x y)}
where el [] (] = True
el (x:xs) (y:ys) =d.(==) xy & el xs ys
el = False

- dicionario correspondente a insténcia Ord Int
dOrdInt :: Ord Int
dOrdInt = DOrd {dEq = dEqInt, (>) = primGtInt,
(>=) =\ xy -> (x primGtInt y) || (dEq.(==) x y)}

- elem tem como pardmetro adicional um dicionédrio da classe Eq
elem :: Eq a => a -> [a] -> Bool

elem d x [] = False

elem d x (y:ys) | d.(==) x y = True

| otherwise = elem d x ys

Uma defini¢ao formal da semantica de expressoes do sistema CTH pode ser encon-
trada em [21] [15], onde a seméantica é definida na forma de uma tradugao (dirigida por

sintaxe) de expressoes do sistema CTH para expressoes bem tipadas do sistema F.

3.5 Conclusao

Este Capitulo apresentou uma revisao sobre o mecanismo de suporte a sobrecarga
baseado de Haskell, em classes de tipos, apresentado um sistema de tipos que formaliza

esse mecanismo, o algoritmo de inferéncia de tipos correspondente e a seméantica de
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expressoes nesse sistema de tipos, definida no estilo de “passagem de dicionario”.

Nesse sistema, é possivel definir, por Exemplo, uma fun¢ao sort, para orde-
nar elementos de uma lista (digamos em ordem nao decrescente), com tipo sort :
Va. (0rd a) = [a] — [a], significando que tal fungdo pode ser aplicada a listas de
elementos de qualquer tipo a que seja instancia da classe Ord, ou seja, qualquer tipo a
para o qual as relagoes de comparacao (>) e (>=) sejam definidas.

Fazendo uso mais uma vez do Exemplo , seria bastante ra-
zoavel esperar que fosse valida a aplicacao foo sort, resultando no valor
([False,Truel,[’a’,’b’,”’c]). Essa aplicacao entretanto nao é vélida, mesmo em
uma linguagem com suporte para sobrecarga e para polimorfismo de rank superior,
pois essas duas extensoes do sistema HM nao estao integradas. Note que o tipo de sort
¢é igual ao do parametro de foo, a menos da restricao de classe no tipo do primeiro.

E do nosso conhecimento apenas um trabalho que busca resolver essa questio,
possibilitando a aplicacao de uma funcao com parametro de tipo polimérfico a uma
expressao de tipo polimorfico restrito: o sistema QMLF, proposto em [33]. Nesse sistema,

é possivel, por Exemplo, anotar para foo o tipo:
foo :: (Va.0rd a = [a] — [a]) — ([Booll, [Char])

Essa anotagao de tipo possibilita tanto a aplicacao foo sort, como a aplicacao foo
reverse, ja que, no sistema QMLF, o tipo de reverse, qual seja, reverse :: Va. [a] — [a],
pode ser para o tipo polimérfico restrito Va. (0rd a) = [a] — [al.

Entretanto, a anotagao de tipo acima apenas possibilita aplicar foo a um ar-
gumento de tipo Va.[a] — [a] ou Va. (0rd a) = [a] — [a], ndo sendo possivel, por
Exemplo, a aplica¢do de foo a um argumento de tipo Va. (C a) = [a] — [a], onde C é
uma classe distinta de Ord.

As questoes que buscamos responder neste trabalho podem ser expressas do se-

guinte modo:

e Que forma anotagao de tipo poderia ser provida de modo a permitir a defini¢ao
e funcoes tais como foo, em que o parametro é usa imorficamente no cor
de funcoes t omo foo, o tro do polimorfi te no corpo

da funcao, possibilitando o reuso de tais func¢oes em diferentes contextos?

e Como definir um sistema de tipos em que tal anotacao de tipo possa ser especi-
ficada?

e Como definir a seméantica e a inferéncia de tipos para expressoes desse sistema?

Nossa resposta para essas questoes é apresentada no Capitulo 4] a seguir.



Capitulo 4

Funcoes Polimdérficas Restritas de

Primeira Classe

Este capitulo apresenta a definicao de uma extensao do sistema de suporte a sobrecarga
CTH, apresentado no capitulo |3 Essa extensao — doravante denominada CTi — pos-
sibilita a defini¢ao de fungoes com parametros de tipo polimérfico, mediante anotagao
explicita do tipo de tais fungoes pelo programador, sendo esses tipos especificados na
forma de tipos intersecao. No sistema proposto, funcoes com paradmetros polimoérficos
podem tanto ser aplicadas a argumentos de tipo polimorfico paramétrico (como em
sistemas de polimorfismo de rank superior), como a argumentos de tipo polimorfico
restrito, promovendo valores sobrecarregados a objetos de primeira classe.

A Secao revé a motivacao para o sistema CTi e descreve intuitivamente as
idéias basicas desse sistema. A Segao apresenta a sintaxe de tipos e expressoes
do sistema CTi, sendo as regras de derivagao de tipos nesse sistema apresentadas na

Segao [£.3] A inferéncia de tipos é apresentada na Secao [4.4]

4.1 Introducao

Como poderia ser especificado o tipo de uma funcao cujo argumento ¢ usado polimor-
ficamente no corpo da sua definigao? Naturalmente, cada argumento é usado no corpo
de uma func¢ao apenas um numero finito de vezes, e gostariamos de permitir que em
cada uso o seu tipo pudesse ser diferente, desde que, em cada caso, o tipo com que o
argumento é usado seja uma “instancia” do tipo especificado para esse argumento na
anotacao de tipo. O uso de uma tipo intersecao nos parece natural para expressar esse
requerimento.

Tipos interse¢ao foram propostos por Coppo, Dezani-Ciancaglini e Venneri [§],

43
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como uma alternativa ao sistema HM para estender o lambda-calculus tipado simples,
utilizando polimorfismo finitdrio em lugar de polimorfismo infinitario, ou universal,
como no sistema HM. Os dois sistemas nao sao equivalentes. Existem expressoes que nao
podem ser tipadas em HM e que podem ser tipadas em um sistema de tipos intersecao e
vice-versa. Por exemplo, a expressdo Ax.zz, & qual pode ser atribuido o tipo (a A (a —
b)) — b. Por outro lado, em um sistema de tipos intersegao nao é possivel expressar,
por exemplo, um tipo para o operador de igualdade entre listas, de modo que esse
operador possa ser usado para comparar listas de elementos de um tipo qualquer, o
que é possivel em uma extensao do sistema HM com polimorfismo restrito, tal como
explicado anteriormente.

Diferentemente de sistemas usuais de tipos intersecao, no sistema de tipos definido
neste trabalho nao se pretende utilizar polimorfismo finitario em lugar de polimorfismo
infinitario. Ao contrario, o sistema aqui proposto busca manter mantém total compati-
bilidade com o sistema HM na auséncia de anotacoes de tipo, utilizando tipos intersecao
apenas para estender HM de maneira que seja possivel definir fun¢oes nas quais o para-
metro é usado com diferentes tipos no corpo da funcao. Nesse caso, é requerida uma
anotacao explicita do tipo desse paradmetro na definicao da funcao.

Intuitivamente, um valor de tipo intersecao o; A g9 é visto como uma valor que
representa objetos de tipo oy e de tipo g3. Sendo assim, sistemas de tipo interse-
¢ao incluem as seguintes regras genéricas de introducao (generalizagao) e eliminagao

(instanciagao) de tipos intersecao:

Fl‘t:O‘l Fl_tiag (GENi) F"tiO’l/\O'Q (INSTi) F"t:O’l/\Ug (INSTi)
I'Et:oy Aoa I'kt:oy I'Et:oy

Sistemas de tipo polimoérficos podem ser definidos de forma dirigida por sintaxe,
restringindo-se a instanciacao de tipos polimoérficos a regra (VAR) e a generalizagao a
regra (LET). Em um sistema genérico de tipos intersecao, seria necessario a introducao
de tipos intersecao na conclusao de cada regra assim como eliminacao de tipos inter-
secao em cada uma das premissas da regra. Isso resulta em enorme complexidade da
inferéncia de tipos. Por esse motivo, assim como em outros sistemas de tipo inter-
secao [27, 9], no sistema proposto neste trabalho tipos intersegdo ndo podem ocorrer
do lado direto do construtor de tipos funcional (—), podendo ocorrer apenas como
tipos de parametros de lambda-abstragoes. Mediante essa restricao, é possivel limitar
a introdugao de tipos interse¢ao apenas a regra da aplicagao, usando a introducao de
intersecao para obter o tipo do argumento, quando o tipo do parametro da funcao é um
tipo intersecao. Dualmente, a eliminacao de tipo intersecao fica restrita a regra (VAR),

sendo isso requerido para derivar um tipo monomorfico a partir de um tipo intersecao
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exsitente no contexto de tipos, o qual corresponde a uma anotacao explicita de tipo
intersecao para o parametro de uma funcao.

Mesmo impondo a restricao de que tipos interse¢ao nao podem ocorrer do lado
direito do construtor de tipos funcionais, a inferéncia de tipos em um sistema de tipos
intersegdo é extremamente complexa (veja, por exemplo, [27]). Essa complexidade é
menor no sistema CTi, uma vez que tipos interse¢ao apenas sao introduzidos por meio
de anotacoes de tipo explicitas.

O sistema de tipos proposto neste trabalho combina de maneira original tipos
polimorficos (tanto paramétricos como restritos por predicados de classe) e tipos inter-
secao, usando estes ultimos apenas para possibilitar a definicao de fungoes em que o
parametro é usado com tipos distintos no corpo da sua defini¢ao.

Como mencionamos na introdugao desse trabalho, no sistema CTi é possivel de-

finir a funcao foo do exemplo ([B), provendo, por exemplo, a anotacao de tipo
foo :: Va,b. ([Booll — a A [Char] — b) — (a,b)

Essa anotacao de tipo é suficientemente expressiva para possibilitar a aplicagao de foo a
qualquer dos argumentos considerados anteriormente (seja aqueles com tipo polimorfico
paramétrico ou com tipo polimérfico restrito), em geral a qualquer expressao cujo tipo

possa ser instanciado tanto para [Bool] — a como para [Char] — b.

4.2 Sintaxe

A linguagem de tipos e expressoes do sistema CTi é apresentada na Figura Pa-
rametros de fungdes podem ser agora uma interse¢ao de tipos monomorficos (veja a
definigdo de tipos denotados pela metavariavel ¢). Escrevemos AT para representar
um tipo interse¢ao (73 A ... A T,), para n > 1, e supomos que o construtor de tipos

intersegao (A) satisfaz as seguintes propriedades:

Idempoténcia TAT=T
Comutatividade 71T AT =T AT

Associatividade T A (o AT3) = (11 ATe) A T3

Escrevemos 7 € (7 A...AT,)seT =7; paraalgum 1 <i<nepC(n A...AT,) se
T € pimplicaT € (T4 A ... AT,).
A defini¢ao de ftv(o), que computa as variaveis livres de um tipo o, é natural-

mente estendida de modo a levar em conta tipos intersegao, definindo-se que ftv(m A
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Tipos T = a|t—T
Tipos intersecao L n= AT
Tipos com restrigoes p = P=rT
Tipos polimorficos o n= Va.p
Predicado de classes K = C7
Contexto de predicados P, Q == ¢, | Pk
Contexto de tipos r c= e | Dyx:o | T)(x:0)
Contexto de classes re n= e | I'°(class P = k) | I'°, (inst P = k)
Programas P = ¢D; iD; t
Declaracao de classe cD == <class P= CT where T 7
Declaracao de instancia D = 1instance P = CT where T=¢
Termos t,u == =x Variavel
| Azt Abstragao funcional
| Az p).t Abstracao com anotacao de tipo intersecao
| tu Aplicacao
| let v =wu in t Definicao local
| tuo Anotagao de tipo (o fechado)

Figura 4.1. Sintaxe da linguagem do sistema CTi

. ATR) = fto(m)U. ..U fto(m). A aplicagao de substituigao [a— 7)o é também esten-
dida apropriadamente, definindo-se [ = 7|(T1 A...AT,) = [@—= T|TI A ... N[@— T Tn.

Tal como no sistema CTH (Veja, um programa consiste de declaracoes de classe
e declaragoes de instancia, seguidas de uma expressao. Tipos polimorficos podem
incluir um conjunto (possivelmente vazio) de restri¢oes, na forma de predicados de
classe, e um tipo funcional pode ter, do lado esquerdo de (—), um tipo intersegao.
Expressoes sao também como no sistema CTH exceto que agora consideramos também
lambda-abstragdes com anotagao explicita do tipo do parametro, na forma A(z : p). t.

Note que um contexto de tipos (I") pode conter tanto tipos polimoérficos (o), como

tipos interse¢ao (¢).
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4.3 Sistema de Tipos

O sistema de tipos CTi é apresentado na Figura [4.2] na forma dirigida por sintaxe,

sendo definido como um conjunto de regras de derivacao para julgamentos da forma
P;T'Ft:p

significando que “o tipo p pode ser atribuido ao termo ¢ em um contexto de tipos I, se
os predicados de classe P podem ser satisfeitos”.

Como no sistema CTH (veja , a derivacao de tipos é parametrizada pela re-
lagao de prova de predicados de classe P |= @), induzida pelas declaragoes de classe e
declaragoes de instancia presentes no programa.

O sistema de tipos CTi difere do sistema CTH apenas nas regras (ABSA), (APP)
e (VAR). A regra (ABSA) define a derivagao de tipos para uma lambda-abstracao com
anotagao explicita do tipo do parametro, de maneira semelhante a regra (ABS).

A regra (APP) deve considerar agora duas possibilidades inexistentes no sistema

CTH, para uma aplicagao (¢ u):

e A possibilidade do tipo do parametro da func@o (f) ser um tipo intersegao (AT).
Nesse caso, o tipo do argumento (u) deve poder ser “promovido” para (AT), o
que significa que o tipo de (u) deve poder ser instanciado para cada um dos tipos

TET.

e A possibilidade de ser necessaria uma eliminacao de tipo intersecao, para obten-
¢ao do tipo da funcao (t). Isso ocorre apenas se a aplicagao (¢ u) ocorre no corpo
de uma funcao, e t é um parametro dessa funcao, cujo tipo é uma intersecao (/\7).
Portanto, nesse caso, t é uma variavel, sendo o tipo de ¢ obtido diretamente a

partir do contexto de tipos.

O primeiro caso acima é tratado por meio do julgamento de tipo auxiliar
P;THFM¢t:y

que “promove” o tipo do argumento para um tipo intersecao, se for o caso, usando

introducao de tipo interse¢ao. O segundo caso é tratado por meio do julgamento
P;T"et . 1

As demais regras de derivacao sao tais como no sistema CTH, sendo também como

anteriormente as regras para derivacao dos julgamentos I' F9" ¢ : o, F"t ¢ = 1 ¢
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Finst g < P =1
P,l(x:0)Fx:T

(VAR)

P;U,(x:7)Ft:T

P, (x:y)bFteT

P;I'Hlet z=wuin t:7

P;THt:T
ft/U(P - P |j‘tv(7)) = (Z)
a= fto(P=71)— fto(l)

(ABS) (ABSA)
P;THXet:7—> 71 P,TEXNx:).t:ie—T
P;TH'Et 1 — T
ST AT,
Q; T F My 5P
PQ;T'Ftu:T
I'H9"u o Pt o
P;T (z:o)Ft:T Finst g < P =1
(LET) (ANNOT)

P;T'F(tzo):T

’l—i"StJSP:‘

QF@—=7IP

(GEN) - — (INST)
Lot Va. P =71 Frstva. P =1 <Q = [a— 7T
(P TN o]
P, T'Ht:T (1) P;T'Ft:7,parai=1,...,n (GEND)
P, TFMt:1 (P,...,P); TFMt AL AT,
(P HE ¢y
lsisn (INSTi) Lith Mt (1D)
Pl (z:mA...AT) FF a7 P;TH'eE g7

Figura 4.2. Sistema de tipos CTi

(" o 2 0') (veja Figura[3.4).

Para melhor compreender as regras de derivacao do sistema CTi, considere a de-

rivagao de tipo para a aplicagao foo sort, sendo foo a funcao definida no exemplo[I.1
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(3), em um contexto I', em que os tipos de foo e de sort sao:

Ofoo = Va,b. ([Booll — a A [Char] — b) — (a,b)
Osort = sort :: Va. (0rd a) = [a] — [a]

Na regra (APP), a descri¢ao do tipo da funcao foo é como a seguir:

5t 500 < (([Bool]l — [Booll) A ([Char] — [Char])) — ([Booll, [Char])
0; T, (foo : 0£00) - foo : (([Bool]l — [Booll) A ([Char] — [Char])) — ([Bool], [Char])
0; T, E foo : (([Booll — [Bool]l) A ([Char] — [Char])) — ([Booll, [Char])

O tipo de sort ¢ “promovido” para o tipo (([Bool]l — [Bool])A([Char] — [Char])),
por meio da derivagao de tipo a seguir:

Finst ggore < (Ord [Booll) = [Bool] — [Booll]
(0rd [Booll); I',(sort : ogert) - sort : [Bool]l — [Bool]

(VAR)

Finst 5o v < (Ord [Char]) = [Char] — [Char]
(0rd [Charl); T, (sort : osort) F sort : [Char] — [Char]

(VAR)

(GEN1i)

(0rd [Booll,0rd [Char]); ' " sort : ([Bool] — [Booll) A ([Char] — [Char])

Usando as conclusoes das derivagoes acima, obtemos finalmente, na regra (APP):

0; T +"E foo : (([Booll — [Booll) A ([Char] — [Char])) — ([Booll, [Char])
(0rd [Booll,0rd [Char]); ' " sort: (([Bool]l — [Bool]) A ([Char] — [Char]))
(0rd [Booll,Ord [Char]); I'F foo sort: ([Booll, [Char])

(APP)

O tipo derivado para foo sort é ([Bool], [Char]), devendo ser observado que, nessa
derivagao de tipos, o contexto de classe I'® deve ser tal que a relagao de provabilidade de
predicados induzida por esse contexto prova () = {Ord [Booll} e () = {Ord [Char]}.

Considere agora a derivagao do tipo de g na aplicagao g [True,False], no corpo
da fungao foo. O tipo de g é derivado do seguinte modo:

(GENi)

0; T, (g: og) ST g [Bool] — a

Considere ainda uma expressao da forma \ (z :: AT). ¢, para a qual (AT) consiste na
conjuncao de dois tipos, tais como, por exemplo, 7 — 7{ e T — T4 e tal que o parametro
(x) é aplicado a um argumento de tipo 7, no corpo (¢) dessa fung¢ao. Nesse caso, existem
duas possiveis escolhas para o tipo do parametro (z) quando usado nessa aplicagao:

T — T, ou T — T4; isso significa que seria possivel derivar tanto o tipo 71 como 75
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para essa aplicagao. Isso caracteriza uma situagao de ambiguidade: nao seria possivel
determinar qual das implementacoes ligadas a x deveria ser usada nessa aplicagao —
a implementagdo de tipo 7 — 7, ou a implementagao de tipo 7 — 75. Veremos,
na Secao [4.4] que é possivel detectar essa situacao de ambiguidade na inferéncia de
tipos, podendo ser reportada, nesse caso, uma mensagem de erro de “anotagao de tipo
ambiguo”.

E claro que ndo é possivel obter uma derivacdo de tipo para uma funcao da
forma \(x :: AT).t, se o parametro x é usado no corpo da fungao com algum tipo
(monomorfico) que nao ocorre em (AT). Por outro lado, as regras do sistema de tipos
nao impedem que uma anotacao (A7) inclua algum tipo 7/ que nao corresponde a
nenhum dos usos do parametro x no corpo da funcao. Pode ser interessante também
considerar invalidas anotacoes de tipo tais como essa, mas para isso o sistema de tipos
teria que ser modificado de modo a propagar, ao longo das derivacoes de tipo, alguma
informacao sobre os tipos de cada um dos usos, no corpo de uma funcao, para um

parametro dessa fungao que tenha tipo intersecao.

4.4 Inferéncia de Tipos

O algoritmo de inferéncia de tipos para CTi é apresentado na Figura [4.3] Ele é se-
melhante ao algoritmo de inferéncia de tipos para o sistema CTH (veja Figura ,
diferindo entretanto nas regras (ABSA), (APP) e (VAR), tal como ocorre para o sistema
de tipos.

No algoritmo de inferéncia de tipos existem duas regras para inferéncia de tipos
para uma aplicagao (t u), correspondendo aos seguintes possiveis casos, que devem ser

considerados:

e A regra (APP1) é usada no caso em que o termo ¢t é uma variavel (x). Nesse
caso ¢ necessario considerar a possibilidade de que o tipo de t seja um tipo
intersegao, o que é possivel ja que tipos intersecao podem ocorrer no contexto de
tipos. Se for esse o caso, esse tipo intersecao deve ser “eliminado”, de maneira
apropriada, selecionando-se um dentre os tipos que constituem essa intersecao.
Essa selegao é realizada conforme o tipo do argumento da aplicagao, sendo por
essa razao necessario inferir primeiro o tipo do argumento, e depois o tipo da
funcao, nessa forma da regra da aplicagao. Se nenhum, ou mais de um, dentre os
tipos que compoem o tipo intersecao da funcao puder ser selecionado, conforme
requerido pelo tipo do argumento, é reportado um “erro de tipo”. Portanto,

na inferéncia de tipos é possivel detectar uma situacao de uso ambiguo de um
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P;TFt:(r, P, T

Finst g < Pl = 1

(VAR)
P;T,(z:0)Fx:(r,P T)
P, (x:a)bkt:(r, P T
a fresh
(ABS)

Py EAxt: ((z) = 7, P T, )

P, (x:)Ft:(r, P T
a fresh
PiTE XNz o). t: (0 — 7, P, )

(ABSA)

,f); 11 F‘ u - (7} ]32, 112)
P; Ty FE [r]a: (P, T, S, 7)
P;Trzu: (7, (PL,SP),T)

(APP1)

P, TFt:(m,P,T)

S" = unify(ri =a —b) a,b fresh
P; Ty FM [S'a] w: (P, T, S)
P;TFtu: (SS9, (SP1,P,),Ty)

(APP2)

P; TRt (o,0,T7)
0; T 9" : (0,T") Fsh o/ < o
P;T/ (z:0)Ft:(r,P T e Finst g < P = 1
PiI'Flet x=uin t:(r, P T ) P;T'F(t:o): (r,P 1)

(ANNOT)

P;T F9" ¢ : (0,TV) st g < p
P;THt:(1,Q,T)
fto(Q = Q [3ur) =0 Qs [a—1|P
- _ /
a= fto(Q = 1) — fto(I") CcEm 4 b fresh (INST)
P;T 9t (Va.Q = 7,17) FrstVa. P =1 <Q = [a— b7
Fsh o < o’

S = match(t > 1)
Q= SP b fresh

I—Sth.P:>T§V5.Q:>T’

(SH)

Figura 4.3. Inferéncia de tipos para CTi
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parametro de tipo intersecao no corpo da funcao, que corresponde ao caso em
que é possivel mais de uma escolha dentre os tipos que ocorrem na intersecao.

Essa situacao é tratada por meio do julgamento de inferéncia de tipo auxiliar
P, FQ l_/\E [T]m . (Pl,Fl,S, T’).

e A regra (APP2) corresponde ao caso em que o termo ¢ nao é uma variavel. Nesse
caso, deve ser considerada a possibilidade de que o tipo de ¢ seja da forma AT —
7/, 0 que requer “verificar” se o tipo do argumento pode ser “promovido”’ para
o tipo AT. Portanto, nessa forma da regra da aplicagao, o tipo da funcao deve
ser inferido primeiro, sendo usado para guiar a inferéncia do tipo do argumento.

Essa situacao é tratada por meio do julgamento auxiliar de inferéncia de tipos
P;T HAM [t (P, T, S).

Note que a escolha dentre as duas possiveis regras de inferéncia de tipo para uma
aplicacao é determinada pela forma sintatica do termo que corresponde a funcao.

O julgamento auxiliar de inferéncia de tipo
P;T HM [t : (P, T, S)

significa que se pode “verificar” que o tipo inferido para t no contexto P;I", digamos 7/,
pode ser usado em um contexto que “requer” um valor de tipo 7, isto é, 7’ unifica com
7, ou pode ser “promovido” para o tipo 7, quando 7 é um tipo intersecao da forma AT.
As regras para derivagao desse julgamento sao apresentadas na Figura [4.4] sendo que
a regra a ser usada ¢ determinada pela forma sintatica do tipo p.

O julgamento da forma
P; TH [r]x: (P,T,S,7)

corresponde aos dois possiveis casos da regra de instanciacao do sistema de tipos. Nesse
julgamento, 7 é o tipo inferido para o parametro ao qual x deve ser aplicado, sendo
(7, P,T") a tipagem inferida para o resultado dessa aplica¢do, em um contexto P; I'.
As regras para derivacao desse julgamento sao apresentadas na Figura

Note que a regra (INSTi) usa match, e nao unificacao: o objetivo é selecionar,
dentre os tipos componentes do tipo intersecao, aquele que pode ser usado como tipo
da fungdo em uma aplicagdo a um argumento de tipo (7). A func@o match pode ser

definida em termos da unificagao:

match(m > 12) = unify(m = [a— cx|Ta)

onde @ = ftv(7my) e ¢x sdo novas constantes de Skolem
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P;THM L)t (PT,S)

P, T'+t:(r, P, T
S = match(t = 7')
a fresh
P; T H M 7] t: (SP, ST, S)

(GENi1)

E%):: id;]jo = Iﬁ.Pb = @
para i =1..n
P; Sialig Bt (7],Q4, 1)
Si = unify(r] = ) 0 Si—1
P =S;Qi, Py
P;THEM A ATt (SyPa, T, Sy)

(GENi2)

Figura 4.4. Inferéncia de tipo da aplicacao, dirigida pelo tipo da funcao

P;THe [r]x: (P,T,S,T)

(x:AT)eT
let R=1{(S,a) | S = match(t — a>1"),7" € AT, a fresh}
in {(S,a)} =R

(INSTi)

P;THe [7]¢:(0,T,S,Sa)

P, TFax: (7, P, T
S = unify(t7' =1 — a)
a fresh
P; T HME 7] @ (P, STV, S, Sa)

(INST)

Figura 4.5. Inferéncia de tipo da aplicacao, dirigida pelo tipo do argumento

Um prototipo desse algoritmo de inferéncia de tipos foi implementado na lingua-
gem Haskell, para um subconjunto de expressoes nessa linguagem. Essa implementacao
é baseada na implementacao do sistema de sobrecarga de Haskell descrito em [23] e &
descrita na secao a seguir.

Embora nao tenhamos ainda uma prova formal das propriedades de correcao e
de tipo principal para o algoritmo de inferéncia de tipos proposto acima, temos forte

convicgao da validade dessas propriedades, exceto para o caso de anotagoes de tipo
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intersecao em parametros de funcao, exceto no caso em que tal anotacao é tal que
um dos usos do pardmetro no corpo da funcao corresponde a mais de um dos tipos
que compoem o tipo anotado. Esse caso é tratado adequadamente na inferéncia de
tipos, nao sendo permitido, ja que corresponde a uma ambiguidade, mas é permitido
no sistema de tipos.

A similaridade entre os sistemas de tipo CTi e CTH, e os testes realizados com o
protétipo implementado, nos permitem formular as seguintes conjecturas em relagao as
propriedades de corregao e inferéncia de tipos do algoritmo apresentado neste trabalho

(excetuando-se o caso de expressdes com anotagao de tipo tal como mencionado acima).

Conjectura 4.4.1 (Corregao) Para todo termo t, se P;T' = t : (p, P',T") entao
PT" E t : p (exceto se t é uma fung¢ao com anotagdo de tipo interse¢cao em que
um dos usos do parametro no corpo da funcao corresponde a mais de um tipo incluido
no tipo intersecao anotado, caso em que existe a derivacao de tipo no sistema, mas o

algoritmo detecta, corretamente, erro de tipo).

Conjectura 4.4.2 (Tipo Principal) Para todo termo t, se P;I' F9" t . o, entdo
P;T 9t (o, T), onde F" T <T, e F" o' <o.

4.5 Implementacao

A implementacao da inferéncia de tipos para o sistema CTi foi baseada em uma imple-
mentagao do sistema descrito em [4] e na implementagao descrita por Mark P. Jones em
[23]. Esse codigo esta que esté disponivel em https://github.com/rodrigogribeiro/
core/tree/typeinferencel e o cédigo da implementagao da inferéncia de tipos para
CTi aqui descrita esta disponivel em https://github.com/emcardoso/CTil

A inferéncia de tipos é implementada sobre uma linguagem ntcleo, para a qual é
traduzido um programa escrito na linguagem Haskell original. A representacao de tipos
nessa linguagem nucleo foi modificada, de modo a incluir também uma representagao
apropriada para tipos intersecao. Tipos intersecao sao representados como uma lista
de tipos. Como vimos, no sistema CTi tipos intersecao apenas podem ser introduzidos
por meio de anotagoes de tipos, e apenas podem ocorrer em parametros de funcgoes.
A informacao provida pela anotagdao de tipo deve ser usada para guiar o processo de
inferéncia de tipos. Em virtude disso, é necessario modificar o método tradicional de
inferéncia de tipos, de modo a propagar a informacao provida pela anotacao de tipo
ao longo do codigo do programa, usando usa essa informacao quando necessario.

Considere o seguinte exemplo:


https://github.com/rodrigogribeiro/core/tree/typeinference
https://github.com/rodrigogribeiro/core/tree/typeinference
https://github.com/emcardoso/CTi

4.5. IMPLEMENTAGCAO 55

f :: (Int -> Int) -> (Int,Int)
fg=((E1l, g2

Na inferéncia de tipos tradicional, o tipo (do corpo) de f é inferido e verifica-se
se o tipo anotado é uma instancia do tipo inferido, indicando erro em caso contrario.
Note que, nesse caso, o tipo inferido para o parametro g seria Num a = a — b, sendo
o tipo especificado para o parametro, na anotacao do tipo de f, uma instancia do tipo
inferido.

Considere agora o seguinte exemplo:

f :: ( Char -> Char ~ Bool -> Bool) -> (Char,Bool)
f g= (g ’x’, g False)

Neste caso, seria indicado erro de tipo na auséncia da anotagao de tipo, devido
ao fato de que o pardmetro g é aplicado a argumentos de tipos distintos no corpo de
f. Entretanto, a anotagao de tipo acima prové uma informacao que permite eliminar a
restricao do sistema HM que exige pardmetros tenham tipo monomorfico — a anotagao
de tipo informa explicitamente que g deve poder ser usado no corpo de f tanto com
tipo Char -> Char, como com tipo Bool -> Bool. Portanto o inferidor de tipos deve
propagar essa informacao, de maneira a inferir o tipo do corpo de £ em um contexto
de tipos em que seja atribuida a g a lista de tipos [Char -> Char, Bool -> Bool].

Para entender como é feita propagacao dessa informagao, precisamos explicar
brevemente os tipos de dados usados para representar expressoes e tipos na linguagem
nucleo. Programas sao representados como colecoes de binding groups, que consistem
de associacoes entre nomes de simbolos e expressoes, podendo ou nao incluir uma
anotacao de tipo. Nosso caso de interesse é um binding group que inclua anotagoes de

tipo.

> data Bind a = FunBind a (Maybe (Scheme a)) (Maybe (Alts a))

> | PatBind (Pat a) (Maybe (Scheme a)) (Expr a)
> deriving (Eq, Ord, Show, Data, Typeable)
>

> type Binds a = [Bind a]

O tipo de dado algébrico Bind a representa um binding group. O construtor
de tipo FunBind é usado para associar um nome a um conjunto de alternativas de
defini¢oes de expressoes, cada uma associada a um respectivo padrao. Um padrao é
tal como um padrao na linguagem Haskell — por exemplo, um padrao de lista vazia

(1), um padrao de tupla (x,y), e assim por diante. Alternativas sdo representadas
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como pares ([Pat al, Expr a). Um Scheme é um tipo polimérifico, que pode ou nao

incluir restrigoes (de classe). Tipos sao representados pelo tipo de dados Ty a a seguir:

data Ty a = TVar (TyVar a)
| TCon (TyCon a)
| TyApp (Ty a) (Ty a)
| TyFun (Ty a) (Ty a)
| TyTuple [Ty al -- Unit type is TyTuple []
| TyList (Ty a)
| TyAnd [Ty al -- for Insersection Type annotation.

deriving(Eq, Ord, Show, Data, Typeable)

Os construtores de tipos TyApp e TyFun, apesar de sintaticamente semelhantes,
tem seméanticas diferentes, uma vez que o primeiro representa o tipo da aplicacao de
um contrutor de tipos a um outro tipo, e o segunrdo representa o tipo de fungoes. Ao
conjunto de construtores de tipo original foi adicionado o construtor TyAnd, para a
representacao de tipos intersecao.

A sintaxe de expressoes é representada pelo tipo de dado Expr a seguir, cujos

construtores sao autoexplicativos.

> data Expr a = Var a

> | Con a

> | Const (Lit a)

> | Lam [Pat a] (Expr a)

> | App (Expr a) (Expr a)
> | Case (Expr a) (Alts a)
> | If (Expr a) (Expr a) (Expr a)
> | List [Expr al]

> | Tuple [Expr al

> | Let (Binds a) (Expr a)

>

deriving (Eq, Ord, Show, Data, Typeable)

As informacoes dadas pela anotacao do tipo de uma fungao sao propagadas para
a inferéncia do tipo do corpo dessa funcao, na forma de um contexto de tipos que
contém informagao do tipo de cada parametro. Na nossa implementacao, na inferéncia
dos tipos de definigdes em um binding group (FunBind), o contexto obtido das anotagdes
de tipo contidas no binding group é passado para a funcao tcExpl, que infere o tipo
de cada uma das definigoes alternativas (tcAlts?’). O trecho de codigo de tcExpl que

corresponde & inferéncia de tipos para um binding group é apresentado a seguir.
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> tcExpl :: Bind Name -> TcM [Pred Name]
> tcExpl (FunBind n (Just sc) (Just alts))
> = do
(ps :=> t) <- freshInst sc
(ps’, t’) <- tcAlts’ (skol t) alts
s’ <- match t’ t
s <- wf (apply s’ $ ps’ :=> t’?)
ps’’ <- improve ( apply (s @@ s’) ps’)
pc  <- improve ( apply (s @@ s’) ps )
sc’’ <- quantify (apply (s @@ s’) (ps’’ :=>t’))
sc’> <- quantify (pc :=> apply (s @@ s’) t)
if sc’ /= sc’’ then
throwError ("Type Signature error in\n" ++
(show $ pUnlines [(n :>: sc), (n :>: sc’)]))
else return (apply (s @@ s’) ps

vV V V VvV vV VvV V V V V V V V

A fungao skol, usada no corpo de tcExpl, simplesmente transforma em cons-
tantes de tipo as varidveis de tipo que ocorrem em tipos intersecao. Isto é feito para
evitar que estas variaveis sejam inadequadamente instanciadas, situagao que poderia
ocorrer se o tipo inferido para a variavel fosse mais especifico que o tipo anotado pelo
programador, o que é indicado como um erro de anotagao de tipo.

A func@o tcAlts’ simplesmente chama a funcdo tcAlt’, a qual infere o tipo
de cada alternativa individualmente. O cédigo dessas fungoes é apresentado a seguir.
Note que o tipo passado para tcAlts’ é repassado para tcAlt’. A funcao args,
definida em tcAlt’, associa cada padrao ao tipo correspondente na assinatura de tipos
provida pelo programador, gerando uma lista de pares (Pat Name,Ty Name), onde
name representa um nome de simbolo, e Ty Name é um tipo. A fungao tcPats usa essa
lista de associacoes e constréi um novo contexto de tipos, as, que por sua vez é usado

na verificacao do tipo da expressao associada ao padrao.

> tcAlts’ :: Ty Name -> Alts Name -> TcM ([Pred Name], Ty Name)
> tcAlts’ t alts = do

> psts <- mapM (tcAlt’ t ) alts

> let

> ps’ = concatMap fst psts

> (t:ts) = map snd psts

> mapM_ (unify t) ts
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s <- getSubst
return (apply s ps’, apply s t)

tcAlt’ :: Ty Name -> Alt Name -> TcM ([Pred Name], Ty Name)
tcAlt’ t (pats, e) = do
(ps, as, ts) <- tcPats’ (args pats t)
(gs, t7) <- context as (tcExpr e)
return (ps ++ gs, foldr TyFun t’ ts)
where
args [1 t = []
args (pat:pats) (TyFun arg res) = (pat,arg) : args pats res

V V V V vV VvV V V V V V V

args (pat:pats) _ error " Invalid type annotation."

Durante a inferéncia de tipos de expressoes, basicamente duas situagoes de in-
teresse podem ocorrer: 1) a aplicagdo de um valor de tipo interse¢do a um valor cujo
tipo nao é um tipo intersegdo; 2) a aplicacdo de uma fungdo, cujo parametro tem
tipo intersecao, a um valor de tipo polimorfico. Para tratar essas situacoes é necessa-
rio modificar, na implementagao original, apenas o caso de inferéncia de tipos para a
aplicacao.

O exemplo apresentado anteriormente ilustra o caso da situagao 1): o parametro
g tem tipo intersecao e ¢ aplicado a valores de tipos distintos, no corpo da fungao
f. Nesse caso, o tipo de g deve ser especializado para o tipo do argumento, em cada
aplicacao. No caso da aplicacao g ’x’ o tipo de g deve ser especializado para Char
-> Char. Essa especializacao ¢é realizada por meio de matching do tipo T — a, onde
T ¢é o tipo do argumento de g e a é uma variavel de tipo fresh, com cada um dos
tipos presentes no tipo intersecao anotado para g. Dentre esses possiveis matching,
exatamente um deve ser bem sucedido. Se nenhum matching for bem sucedido, o tipo
intersecao de g nao atende o que é requerido pelo argumento da aplicagao. Se mais de
um matching for bem sucedido, temos uma situagao de ambiguidade, em que nao seria
possivel determinar qual o tipo e, correspondentemente, qual q implementagao, de g
deveria ser usada nessa aplicacao. Esses dois casos sao considerados erro de tipo.

Considere agora uma aplicacao tal como f id, onde f é a funcao definida acima,
e id ¢ a funcao identidade, cujo tipo é inferido como id :: Va.a — a. Essa apli-
cagao corresponde ao caso 2) mencionado: o tipo do argumento de f, ou seja, o tipo
de id, deve poder ser “generalizado” para o tipo intersecao do parametro de f para
que a aplicagao seja bem tipada. Mais especificamente, o tipo de id deve ser “genera-

lizado” para o tipo intersecao representado pela lista de tipos [Char -> Char, Bool
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-> Bool]. Isso é feito do seguinte modo:

1 Obtém-se um tipo 7’ tal que 7" é obtido por fresh isntantiation do tipo do argu-

mento. Nesse caso, teriamos 7/ = a; — a1, onde a; é uma variavel fresh.

2 Para cada tipo 7 pertencente ao tipo intersecao [Char -> Char, Bool ->

Booll, faz-se matching(t,T’).

3 O tipo 7 para o qual o matching é bem sucedido é eliminado da lista de tipos

(intersegao).

4 O processo é repetido, a partir do passo 1, até que nao reste nenhum tipo na lista

(intersegao).

5 Para que a aplicacao seja bem tipada, todos os matching devem ser bem sucedi-

dos.

Por fim, para cada aplicacdo é necesséario determinar se corresponde ao caso 1)
especializagao do tipo da fungao, ou ao caso 2) “generalizagao” do tipo do argumento
para um tipo interse¢ao. Para isso, em uma aplicacao fz, primeiro ¢ inferido o tipo de
f, para verificar se esse tipo tem parametro de tipo intersegao; se este for o caso, o tipo
de x deve ser generalizado; caso contrério, o tipo de £ pode ter que ser especializado

(se for um tipo intersecao).

4.6 Conclusao

Neste capitulo foi definido o sistema CTi e apresentado um algoritmo para inferéncia
de tipos nesse sistema. O sistema CTi constitui uma extensao conservativa do sistema
(Hindley-Milner + suporte a sobrecarga por meio de classes de tipos), com a introdugao
de uma forma restrita de polimorfismo de ordem superior, por meio da possibilidade
de especificar o tipo de um paramentro de fungao como um tipo intersecao.

Um prototipo do algoritmo de inferéncia de tipos apresentado neste capitulo
foi implementado na linguagem Haskell, para um subconjunto de expressoes dessa
linguagem.

A forma de polimorfismo de rank superior suportada pelo sistema CTi é comple-
mentar ao recurso de polimorfismo paramétrico de rank superior. Existem expressoes
que podem ser tipadas no sistema CT1i, tais como as diversas aplicacoes da funcao foo
discutidas anteriormente, mas que nao podem ser tipadas em sistemas de polimorfismo

de rank superior, se for provida uma tnica defini¢ao para a func¢ao foo. Em um sistema
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de polimorfismo de rank superior, somente seria possivel tipar essas diversas aplicagoes
se fossem providas varias definicoes para foo, com anotagoes de tipo distintas, apro-
priadas para o uso de foo em cada uma dessas aplica¢oes, embora em todas a fungao
foo fosse definida pela mesma expressao.

Por outro lado, em um sistema com suporte para polimorfismo paramétrico de
rank arbitréario, seria possivel atribuir tipo a uma expressao tal como map f xs, onde
f é uma fun¢ao polimorfica, de tipo, digamos, f :: Va,b.([a] — [a]) — b, e xs é uma
lista de elementos polimoérficos, de tipo xs :: [Va. ([a] — [a])]. Essa aplicagao é possivel
em um sistema em que o tipo de map possa ser instanciado impredicativamente. Uma
anotacao de um tipo de rank superior para uma funcao pode também ser usada para
“restringir” o comportamento da mesma, garantindo determinadas propriedades, que
podem ser derivadas a partir do seu tipo. Isso é 1util para a prova de propriedades de

programas, como é mostrado em [50)].
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos a definicao de um sistema de tipos que constitui uma
extensao conservativa do sistema (Hindley Milner + suporte a sobrecarga por meio de
classes de tipos), provendo como recurso adicional uma forma restrita de polimorfismo
de ordem superior, por meio da possibilidade de especificar o tipo de um parametro de
fungao como um tipo intersecao.

Esse recurso permite definir fungoes cujo pardmetro pode ser usado com diferen-
tes tipos no corpo da definicao dessa funcao, podendo tal funcao ser aplicada tanto a
argumentos que sao fungoes de tipo polimorfico paramétrico como fungoes sobrecarre-
gadas.

Embora existam diversos trabalhos sobre sistemas de tipos para suporte a sobre-
carga, assim como intumeros trabalhos sobre sistemas de tipos interse¢ao, a combinagao
desses recursos em um mesmo sistema de tipos, tal como apresentada neste trabalho,
é completamente original.

Como discutimos no final do Capitulo[d], a forma de polimorfismo de rank superior
suportada pelo sistema CTi, definido neste trabalho, é complementar ao recurso de
polimorfismo paramétrico de rank superior, existindo expressoes que podem ser tipadas
em um sistema, mas nao no outro, e vice versa.

O algoritmo para inferéncia de tipos para expressoes do sistema CTi descrito
neste trabalho foi implementado em Haskell, para um subconjunto de expressoes dessa
linguagem, naturalmente estendido com a possibilidade de serem especificadas anota-
¢oes de tipos em que tipos intersecao ocorrem do lado esquerdo do construtor de tipos

funcionais.
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5.1 Trabalhos Futuros

Alguns aspectos desse trabalho devem ser ainda concluidos ou merecem ser considera-

dos, sendo planejados como trabalhos futuros:

1. A prova das propriedades de correcao e de tipo principal para o algoritmo de

inferéncia de tipo para o sistema CTi.
2. Uma descricao detalhada da implementacao do algoritmo de inferéncia de tipos.

3. Uma definigao formal da seméntica de expressoes desse sistema e a prova da

propriedade de correcao so sistema de tipos em relacao a essa seméantica.

4. A definicao de uma versao desse sistema de tipos na forma de um “sistema de
tipos bidirecional”, com regras de derivagao e verificacao de tipos, e a defini¢ao
do algoritmo de inferéncia de tipos correspondente, com o objetivo de diminuir o
requerimento de anotagoes de tipo em linguagens baseadas no sistema CTi, por
meio da propagagao dessas anotagoes de tipo ao longo do processo de inferéncia

de tipos.
5. A implementacao de um protétipo desse novo algoritmo de inferéncia de tipos.

Uma extensao interessante do sistema de tipos aqui proposto seria a sua utiliza-
¢ao como base para a definicao de uma sistema ainda mais flexivel, que possibilite a
passagem de funcoes sobrecarregadas g como argumento para uma funcao f, de ma-
neira que, no corpo de f, g possa ser aplicada a estruturas de dados com elementos
de tipos heterogéneos, tais como uma lista heterogénea. A idéia é definir o tipo dessa
lista heterogénea como um tipo [T, em que t representa todos os possiveis tipos de
elementos dessa lista; uma lista com tal tipo poderia ser usada seguramente (sem pos-
sibilidade de erros de tipo) como argumento de uma funcao sobrecarregada g, se, para
cada um dos tipos representados por 7', existe uma definicao de uma instancia em que

o parametro de g tem esse tipo.
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