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Resumo

A introducao de classes de tipos com multiplos parametros em Haskell tem sido dificul-
tada devido a problemas associados a ambiguidade, que ocorrem devido a uma falta de
especializacao durante a inferéncia de tipos. Este trabalho apresenta um novo sistema
de tipos para Haskell que permite a definicao de classes com multiplos parametros sem
a necessidade de extensdes como dependéncias funcionais ou familias de tipos. Além
disso, revemos o conceito de ambiguidade de Haskell de maneira a adotar a definigao
usual baseada em derivacdes de tipos. E permitida também a declaracdo de simbolos
sobrecarregados sem a imposicao de que seja definida uma classe de tipos para esses.
Além disso, é desenvolvido e implementado um algoritmo de inferéncia de tipos correto

e completo com respeito ao sistema de tipos definido.
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Abstract

The introduction of multi-parameter type classes in Haskell has been hindered because
of problems associated to ambiguity, which occur due to the lack of type specialization
during type inference. This work proposes a new type system for Haskell that supports
the definition of multi-parameter type classes without the need of any extensions like
functional dependencies or type families. Haskell’s ambiguity definition is redefined as
the usual definition based on type systems derivations. The definition of overloaded
symbols without the need of specifying a type class is also allowed. A type inference
algorithm that is sound and complete with respect to the proposed type system is

presented and implemented.

XV






Lista de Figuras

[2.2  Definicao de um tipo de dados algébrico e uma funcao que o utiliza.|. . . .
2.3 Tipo de dados algébrico.| . . . . . . . . . ...

[3.1 Exemplo de classe de tipos e instancias| . . . . . . ... ... ... ... ..

[3.2  Funcao polimoérfica cujo tipo tem uma restricao da pela classe Eq.| . . . . .

[3.3  Exemplo de hierarquia de classes de tipos.| . . . . .. ... ...

[3.4  Exemplo de traducao de classes de tipo e instancias para dicionarios. . . .

[3.0 Iraducao da funcao member, utilizando dicionarios.| . . . . . . . . . .. ..

[3.6 ‘Irecho de Codigo que faz o algoritmo de inferéncia de

| [Duggan & Ophel, 2002| nao terminar{. . . . . . . . . ... ... ... ...

[3.7 Cobdigo que causa nao terminacao da inferéncia de tipos|. . . . . . . . . ..

[3.8 Exemplo de instancias que violam a restricao de consisténcial . . . . . . . .

[3.9 Exemplo de instancia que viola a condicao de cobertural. . . . . . . . . ..

[3.10 Trecho de codigo contendo um tipo nao ambiguo. . . . . . . . . . ... ..

[3.11 Definicao de mapeamentos finitos usando familias de tipos.| . . . . . . . ..

[3.12 Uma instancia de Familia Associada de Tipos.|. . . . . . . ... ... ...

[3.13 Definindo colecoes genéricas usando Familias de Tipos.| . . . . . . . . . ..

4.2 Sintaxe livre de contexto de tipos| . . . . . . .. ...
4.3  Provabilidade de Restricoes . . . . . . .. . ... ... ... ... ..
4.4 Algoritmo para Satisfazibilidade de Restricoes . . . . . . . .. .. ... ..

4.5 Algoritmo para Satisfazibilidade com Critério de Terminacao| . . . . . . . .

4.6 Algoritmo para Reducao de Contextol . . . . . . . .. ... ... ... ...

4.7 Fechamento de um Conjunto de Restricoes| . . . . . . . .. ... ... ...

4.8  kspecializacao de Tipos| . . . . . .. ... oo

4.9 Simpliicacao de Tipos.| . . . . . . . ..o o

Xvii



[4.10 Regras do Sistema de Tipos| . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 68
[4.11 Algoritmo de Inferéncia de Tipos| . . . . . . . . ... ... ... ... ... 69
[4.12 Exemplo de derivacaol . . . . . . . ... 78
[4.13 Sistema de tipos para instanciacoes dependentes de contexto| . . . . . . . . 79
[4.14 Semantica para Core-Haskell|. . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 80
[>.1 Fragmento de Semi-Reticulado de Tipos Simples{. . . . . . . . ... .. .. 85
[5.2 Definicao da Funcao para Calculo do Infimo de Tipos Simples| . . . . . . . 86
[5.3 Sintaxe de Declaracoes| . . . . . . . . . ... L 86
[>.4 Funcao para Atualizacaode ©|. . . . . . . . ... ... 88
[b.5 Definicao da Funcao genClass.|. . . . . . . . .. ... .. ... ... .... 88
[5.6 Definicao da Funcao geninst.|. . . . . . . ... ... 89
[>.7 Geracao de Classes a partir de Funcoes| . . . . . . . . . .. .. ... ..., 90
[B.1 Coédigo Coq de Exemplo| . . . . . . ... ... . ... . 104
[B.2 Termo que representa a prova do teorema plus_O_r.| . . . . . . ... ... 106
[B.3 Codigo Coq de Exemplo| . . . . . ... ... .. ... ... 108
[B.4 Definicao da funcao lookup_phi.| . . . . . . . . ... ... ... ... ... 112
[B.5 Tatica para resolver obrigacoes de prova de lookup_phi.| . . . . . . . . .. 112
[B.6 Funcaomax_list.. . . . . . . . . . . . . . 113
[B.7 Tatica para resolver obrigacoes de max_list.| . . ... ... ... ... .. 113
[B.8 Funcao para calculo da generalizacao minima.| . . . . . . . ... ... ... 115
[B.9 Tactica para provar as obrigacoes de prova de 1lgen_aux| . . . . .. . ... 116

XViil



Sumario

[Agradecimentos|

[Resumal

[Abstract

[Lista de Figuras|

(1 Introducao|

(1.1 Objetivos| . . . . . . . . .
(1.2 Contribuicoes| . . . . . . . . . . .
(1.3 Metodologial . . . . . . . ... ...
(1.4 Organizacao do Trabalhof. . . . . . . . ... ... ... ... ......

2 A Linguagem Haskell|

Iz,ﬁ (:QIIS:],!],H{!QI ..................................

[3 Sobrecarga Dependente de Contexto em Haskell|

[3.1 Introducao|l. . . . . . . . . . ...
[3.2  Sobrecarga Dependente de Contexto em Haskell] . . . . . . .. ... ..

[3.2.1 Classes de tipo| . . . . . . . . . ...
[3.3  Ambiguidade| . . . . . ...

XixX

ix

xiii

XV

xXVvii

[ N e

© © I

10
10
11
11
12



[3.3.1 Definicao de Ambiguidade] . . . . . . . ..o
[3.3.2  Ambiguidade em Haskell] . . . . . ... ... ... ... ... ..
[3.3.3  Analise sobre a abordagem de Haskell para ambiguidade] . . . .

[3.4 Classes de Tipos com Multiplos Parametros . . . . ... ... ... ..
[3.4.1 Introducao|. . . . . . .. . .. ...

[3.4.2  Trabalhos Anteriores para Verificacao e Interéncia de Tipos|. . .

[3.0 Dependéncias Funcionais| . . . . . .. .. ..o 000000
[3.5.1 Introducao|. . . . . ... . ...
[3.5.2  Verificacao e Inferéncia de Tipos|. . . . . . . ... .. ... ...

(3.6  Familias de Tipos| . . . . . . . . ...
[3.6.1 Introducao|. . . . . .. . . ...
[3.6.2  Verificacao e Inferéncia de Tipos|. . . . . . . ... ... ... ..

(3.7 O Dilema dos Projetistas de Haskell|. . . . . . ... ... ... ... ..

[3.8 Problemas da Abordagem Usada por Haskell Para Sobrecargal . . . . .

3.9 Conclusaol . . . . . . . . .

Sistema de Tipos|

4.1 Introducaol. . . . . . . . . .

[4.2.2  Sintaxe de Tipose Kinds|. . . . . . . ... ... ... ... ...
[4.3  Substituicoes| . . . . ..
(4.4 Contextos de Tipos| . . . . . . . . . . . . .
[4.5 Provabilidade de Restricoes . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ..

[4.6.1 Expressoes de Tipos Simples|. . . . . . . . ... ... ... ...
[4.6.2  Ordem Parcial de Tipos| . . . . ... ... ... ... ... ...
4.6.3 Ordem Parcial de Substituicoes| . . . . . . . .. ... ... ...
[4.6.4  Ordem Parcial de Contextos de l'ipos|. . . . .. . ... ... ..
[4.7 Satisfazibilidade de Restricoes| . . . . . . . .. .. ...
[4.7.1 Critérios de Terminacaol . . . . . . . . . . . ... ... .....
4.8 Reducao de Contexto| . . . . . . . . . . ... ... ...
[4.9 Especializacao de Tipos| . . . . . . . . ... ... L.

[4.9.1 Conjunto de Restricoes Satistaziveis|. . . . . . . . .. ... ...

[4.9.2  Fechamento de Conjunto de Restricoes] . . . . . . . .. ... ..

[4.9.3 Proposta para Especializacao de Tipos| . . . . . ... . ... ..
[4.10 Definicao do Sistema de lipos| . . . . . . .. .. ...

XX



[4.10.1 Simplificacao de Tipos| . . . . . . . . . ... ... ... 67

[4.10.2 O Sistema de Tipos|. . . . . . . . .. ..o 67
[4.11 Inferéncia de Tipos| . . . . . . . . . . ... Lo 68
[4.11.1 Incompletude e Ambiguidade] . . . . . . . ... ... ... ... 69
[4.12 Solucionando o Problema de Incompletude| . . . . . . . . ... ... .. 71

[4.12.1 Sistema de Tipos Para Instanciacoes Dependentes de Contexto|. 72

M.13 Semantical . . . . . ... 74
[4.14 Aspectos de Implementacaol . . . . . . . . ... ... L. 76
MI5 Conclusadl . . . . . . . o 7

[> Classes de Tipos Opcionais em Haskell| 81
[b.1 Motivacaol . . . . . . . . 81
[b.2  Generalizacao Minima] . . . . . . .. ..o 84
[>.2.1  Semi-Reticulado de Expressoes de Tipos Simples|. . . . . . . . . 84

[5.2.2  Calculo do Generalizacao Minima de Tipos Simples| . . . . . . . 84

[>.3  Formalizando Classes de Tipos Opcionais em Haskell] . . . . . . . . .. 86
6 Conclusao e Trabalhos Futuros| 91
[A_Provas| 93
[A.1 Ordens Parciaisl . . . . . . . . . . . .. 93
[A.1.1 Pré-Ordem de Tipos Simples|. . . . . . ... .. ... ... ... 93

[A.1.2  Equivaléncia Médulo Renomeacao de Variaveis|. . . . . . . . .. 93

[A.1.3 Ordem Parcial de Tipos Simples|. . . . . . ... ... ... ... 94

[A.1.4 Semi-Reticulado de Expressoes de Tipo Simples| . . . . . . . .. 95

[A.2 batisfazibilidade de Restricoes| . . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 97
[A.3 Reducao de Contexto] . . . . . . . . . . .. . ... ... ... .. .... 98
[A.4 Inferéncia de Tipos| . . . . . . . . .. . ... ... L. 98
[A.5 Instanciacoes Dependentes de Contextol . . . . . . . . . . ... .. ... 101
[A.6 Semantical . . . . . ..o 101

(B Algoritmo para Generalizacao Minima em Coq| 103
[B.1 Introducao ao Assistente de Provas Coq| . . . . . . ... .. ... ... 103
[B.2  Calculo da Generalizacao Minima em Coq . . . . . . . . ... ... .. 110
[Referéncias Bibliograficas| 117

XX1






Capitulo 1

Introducao

Linguagens de programagao modernas tém evoluido no sentido de utilizar sistemas de
tipos mais flexiveis, que permitem aos programadores escrever programas sem restri-
¢oes, como se estivessem programando em linguagens nao tipadas ou com tipagem
dindmica, mas garantindo que erros de tipo nao ocorram durante a execucao de pro-
gramas. O uso de sistemas de inferéncia de tipos, em vez de sistemas de verificagao
de tipos, é um exemplo de uma caracteristica importante nessa direcao, que, contudo,
ainda introduz restricoes nas linguagens devido ao desejo ou necessidade de manter o
processo de inferéncia de tipos decidivel e eficiente.

A maioria das linguagens atuais possui sistemas de tipos com suporte a defini¢oes
polimoérficas que permitem a definicao de fungoes que operam sobre valores de diferentes
tipos. Déa-se o nome de polimorfismo universal, polimorfismo paramétrico, polimorfismo
via-let ou polimorfismo de Damas-Milner ao mecanismo que permite a definicao de
fungoes que comportam-se de maneira idéntica sobre todos os valores de tipos que sao
instancias de um determinado tipo [Mitchell, 1996]. Esse tipo é usualmente chamado
de tipo principal. Isso se deve ao fato de que o sistema de tipos permite deduzir
varios tipos (infinitos, se o tipo possui variaveis de tipos e apenas um, caso contrario)
para cada expressao. No entanto, como veremos no Capitulo [3| no caso de linguagens
que estendem o suporte a polimorfismo paramétrico para permitir sobrecarga como
em Haskell, isso introduz problemas de incoeréncia em definicbes da seméantica da
linguagem por indugao em derivacoes do sistema de tipos. Neste trabalho usamos um
sistema de tipos que permite a derivacao de um tnico tipo para cada expressao. Isso
sera explicado detalhadamente nos Capitulos [3] e [

Diversas funcoes presentes em bibliotecas para manipulagao de estruturas de da-
dos sao exemplos de funcoes que podem ser caracterizadas por polimorfismo paramé-

trico: contar o ntumero de elementos de uma determinada estrutura de dados, selecionar
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(filtrar) um subconjunto de elementos de uma estrutura de dados, aplicar uma fungao a
cada um dos elementos de uma determinada estrutura de dados, sao alguns dos muitos
exemplos desse tipo de fung¢oes, chamadas de polimorficas.

O tipo de expressoes (e portanto de definigdes de fungoes) é em geral inferido
automaticamente pelo compilador (ou interpretador) da linguagem, de acordo com
tipos de constantes e fungoes predefinidas.

Porém, muitas vezes, deseja-se definir fungoes que nao operam da mesma maneira
sobre valores de qualquer tipo que é instancia de um determinado tipo, mas sim fungoes
que possuem comportamento diferente de acordo com o tipo do valor para o qual estas
sao aplicadas. Da-se o nome de polimorfismo ad-hoc ou polimorfismo de sobrecarga ao
mecanismo presente em linguagens que permitem definigoes de fungoes que comportam-
se desta maneira. Exemplos destas fungoes incluem: teste de igualdade, comparacao
referente a ordem de valores (menor-que, maior-que), analisadores sintaticos, conversao
de valores para strings, etc.

Linguagens de programacao como Java e C++ permitem defini¢oes que utilizam
polimorfismo paramétrico e uma forma restrita de sobrecarga denominada sobrecarga
independente de contexto [Watt, 1990], onde a resolugao de qual fungao sobrecarregada
sera utilizada é feita com base apenas nos tipos dos argumentos fornecidos em uma
chamada de fungao. Uma politica de sobrecarga independente de contexto simplifica
a resolugao de sobrecarga e a deteccao de ambiguidades, mas é restritiva. Por e-
xemplo, constantes nao podem ser sobrecarregadas e nao é permitida a sobrecarga de
fungoes onde apenas o tipo do valor retornado ¢é diferente para as varias defini¢oes. Isso
ocorre, por exemplo, no caso de uma funcao de leitura ou simplesmente de conversao
de valores para strings, como a fungao read definida na biblioteca padrao de Haskell
[Jones, 2002|. Esta fungao ¢ sobrecarregada em Haskell para diversos tipos basicos da
biblioteca padrao (Int, Float, Bool, entre outros). Cada uma destas defini¢goes tem
um tipo que é uma instancia do tipo polimorfico Va. String — a. Um sistema de tipos
que adote uma politica dependente do contexto permite a resolucao de sobrecarga em
expressoes como: Ax.read x == "abc". Neste exemplo, o tipo de read é determinado
como sendo String — String. Isso ocorre porque "abc" em Haskell possui o tipo
String, e o resultado de read x deve ter, entao, o tipo String, uma vez que (==)
tem tipo Va.a — a — Bool, e portanto os dois argumentos de (==), read x e "abc",
devem ter o mesmo tipo («). O fato de que o resultado de read x deve ter tipo String,
por estar sendo usado na expressdo (no contexto) read x == "abc", caracteriza a
sobrecarga dependente de contexto (a sobrecarga de read é resolvida, como tendo o
tipo String — String, pelo contexto em que ocorre). O tipo de Ax.read x == "abc"

é entao String — Bool.
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A linguagem Haskell permite combinar o polimorfismo paramétrico com o suporte
a sobrecarga dependente de contexto. Simbolos sobrecarregados podem ser definidos
mediante a declaracao de classes de tipos [Wadler & Blott, 1989]. Cada declaracao de
classe define o nome da classe, um ou mais paradmetros (definidos como variaveis de
tipos) e nomes ou simbolos, junto com seus respectivos tipos principais. Implemen-
tagoes de simbolos sobrecarregados sao feitas em declaragoes de instancias. Em uma
declaracao de instancia sao fornecidas as implementacoes para os nomes especificados
em uma classe, com tipos que devem ser instancias do tipo especificado na classe.

Na atual defini¢ao da linguagem [Jones, 2002|, sdo permitidas classes com apenas
um parametro. Classes com mais de um parametro nao foram introduzidas na defini¢ao
da linguagem devido a dificuldades existentes no tratamento de expressdes ambiguad]
que podem surgir devido ao uso de simbolos sobrecarregados. Os atuais compiladores e
interpretadores de Haskell permitem a utilizacao de classes com miltiplos parametros,
utilizando extensoes do sistema de tipos da linguagem. Uma destas extensoes utiliza
as chamadas dependéncias funcionais [Jones, 2000]. Uma dependéncia funcional per-
mite ao programador especificar que um dos parametros da classe deve ser unicamente
determinado por um ou mais parametros da classe. No entanto, atualmente ainda nao
existe um algoritmo de inferéncia de tipos, definido e aceito pela comunidade, que in-
corpora o uso de dependéncias funcionais, apenas uma especificacao em alto nivel desse
mecanismo [Jones, 2000} [Jones & Diatchki, 2009]. Além disso, em algumas situagdes
dependéncias funcionais nao podem ser utilizadas, uma vez que pode nao existir uma
dependéncia funcional entre os parametros de uma classe. Por tltimo, o uso de depen-
déncias funcionais estabelece um critério para ativacao de testes de satisfazibilidade de
restricoes, que nao é dependente apenas da existéncia de variaveis de tipo inalcancé-
veis no conjunto de restrigoes de um tipo. Analisaremos isso mais detalhadamente no
Capitulo [3]

O dilema atual enfrentado pelos projetistas de Haskell é que classes com muiltiplos
parametros sao muito tteis e devem ser introduzidas na linguagem, mas nao ha consenso
na comunidade sobre como solucionar os problemas de ambiguidade e especializacao

de tipos com restrigoes [Committee, 2012].

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é a elaboragao de um sistema e um algoritmo de

inferéncia de tipos para Haskell que dé suporte a classes de tipos com miultiplos para-

'Uma expressdo e é considerada ambigua se seu tipo pode ser produzido por duas ou mais deri-
vagoes de tipos e estas atribuem diferentes denotagdes para e [Mitchell, 1996].
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metros, sem a necessidade de extensoes como dependéncias funcionais. O sistema de
tipos e o algoritmo de inferéncia permitem também a definicao de simbolos sobrecar-
regados sem a necessidade prévia de declarar uma classe de tipos. Além da defini¢ao
do sistema e do algoritmo de inferéncia de tipos, foi desenvolvido um front-end de
um compilador Haskell que implementa o algoritmo de inferéncia apresentado. Sao
demonstradas as propriedades de correcao e completude do algoritmo de inferéncia em

relagao ao sistema de tipos.

1.2 Contribuicoes

1. Formalizacao de um sistema de tipos para Haskell, com suporte a defini¢ao e uso
de classes de tipos com multiplos parametros, sem necessidade de mecanismos
adicionais na linguagem, e que permite também a defini¢ao opcional de classes

de tipos.

2. Formalizagao de um algoritmo de inferéncia de tipos correto e completo em rela-
¢ao ao sistema de tipos apresentado. Para isso, revemos o conceito de ambigui-
dade de Haskell de maneira a adotar a definicao usual de ambiguidade baseada

em derivagoes de tipos.

3. Implementacao da fase de analise de um compilador ou interpretador para Has-
kell, que implementa o algoritmo de inferéncia apresentado e que permite a ve-
rificagao e inferéncia de tipos de bibliotecas Haskell que até o presente momento
sao desenvolvidas utilizando-se alguma extensao para suporte a classes de ti-
pos com multiplos pardmetros, implementada em compiladores como o GHC
[S. P. Jones and others, 1998].

4. Formalizacao, em um assistente de provas de um algoritmo para calcular a gene-
ralizacao minima de dois tipos. Este algoritmo é utilizado para calcular o tipo
de fungoes sobrecarregadas sem a necessidade de declaracao, pelo programador,

de uma classe de tipos.

1.3 Metodologia

A definicao, formalizagdo e implementacao do sistema de tipos proposto envolveu as

seguintes etapas:
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1. Definicao de um sistema de tipos e de um algoritmo de inferéncia de tipos para
permitir classes com multiplos parametros em Haskell e implementacao de um

front-end baseado nesse algoritmo.

2. Definicao de um sistema de tipos e de um algoritmo de inferéncia de tipos que
permita a declaragao opcional de classes de tipos. Implementacao desse algoritmo

no programa acima citado.

3. Demonstracao de corretude e completude do algoritmo de inferéncia em relacao

ao sistema de tipos.

1.4 Organizaciao do Trabalho

Além deste capitulo introdutorio, este trabalho é dividido em duas partes. A primeira
delas compreende os Capitulos [2] e [3] que apresentam a linguagem Haskell e sua abor-
dagem para polimorfismo de sobrecarga. A segunda parte compreende os Capitulos
e bl O Capitulo [4] apresenta a definicao formal do sistema de tipos elaborado, suas
propriedades e descreve a implementacao do algoritmo de inferéncia, baseado nesse
sistema de tipos. O Capitulo [5] apresenta a abordagem usada para definicao opcional

de classes de tipos.






Capitulo 2

A Linguagem Haskell

Este capitulo apresenta uma breve introducgao a linguagem Haskell. A abordagem
utilizada na linguagem para suporte ao polimorfismo de sobrecarga é apresentada no

Capitulo [3] que também apresenta e discute a nogao de ambiguidade.

“Haskell é uma linguagem de propésito geral, puramente funcional, que in-
corpora muitas inovagoes recentes em seu projeto. Haskell prové fungoes de
alta ordem, seméantica nao-estrita, sistema de tipos polimoérfico com inferén-
cia e verificagao estatica, tipos de dados algébricos definidos pelo usuério,
casamento de padroes, sintaxe especial para listas, um sistema de modu-
los, um sistema de E/S monédico e um rico conjunto de tipos de dados
primitivos, incluindo listas, arranjos, inteiros de precisao fixa e arbitraria
e numeros de ponto flutuante. Haskell é o apice da solidificagao de va-
rios anos de pesquisa em linguagens funcionais nao-estritas”. (Definigdo da
Linguagem Haskell [Jones, 2002])

Para introdugao a linguagem, considere o trecho de programa mostrado na Figura
[2.1] Divideremos este capitulo em segoes, onde cada segdo aborda uma caracteristica

da linguagem.

2.1 Moddulos

Programas em Haskell sao compostos por uma sequéncia de modulos. Moédulos provéem
uma forma de o programador re-utilizar coédigo e controlar o espaco de nomes em

programas. Cada modulo é composto por um conjunto de declaragoes, que podem ser:

7
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type Table a = [(String, a)]

empty :: Table a
empty = []

insert :: String — a — Table a — Table a

insert s a t
| member s t =t
| otherwise = (s, a) : t

member :: String — Table a — Bool
member s t = not $ null [p | p < t, fst p == s]

search :: String — Table a — a
search s t = snd (head [p | p «+ t, fst p == s])

update :: String — a — Table a — Table a
update s a [] = error "Item not found!"
update s a (x:xs)

| s == (fst x) = (s, a) : xs

| otherwise = x : update s a xs
remove :: String — Table a — (a, Table a)

remove s [] = error "Item not found!"
remove s (x:xs)
| s == (fst x) = (snd x, xs)
| otherwise = (fst (remove s xs), x : snd (remove s xs))

Figura 2.1. Um Médulo em Haskell

declaragoes de classes, instancias, tipos de dados e declaragoes de valores, incluindo
fungoes. A Figura mostra um trecho de coédigo de um modulo chamado Table
que implementa operacoes em uma tabela, representada por uma lista de pares chave-
valor. Este modulo define a constante nao funcional empty e as funcoes insert, member,

search, remove e update para manipulagao de tabelas.
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2.2 Anotacoes de Tipo

No moédulo Table, cada definicao é precedida por uma correspondente anotac¢do de
tipo.

Todos os nomes definidos no médulo Table sao polimorficos. Por exemplo, a cons-
tante empty tem tipo Table a, que é sindonimo do tipo [(String,a)]. Isso indica que
empty pode ser utilizado em contextos que requeiram valores de tipos que sao instancias
do tipo Va. [(String,a)], como por exemplo [(String,Bool)], [(String,Int)],
Va. [(String, [a])] etc.

Tipos funcionais especificam os tipos do parametro e do resultado de uma funcao
(os quais podem também ser tipos funcionais). O simbolo search possui a seguinte
anotacao de tipo: String — Table a — a, que especifica que esta fungao recebe
como parametro um valor do tipo String e retorna uma fungao, que recebe uma lista
de pares compostos por um valor de tipo String e um elemento de um tipo qualquer
e retorna como resultado um elemento deste tipo. Em geral dizemos, informalmente,
que search recebe dois parametros (um de cada “vez”), um valor de tipo String e uma
lista de pares.

Cabe ressaltar que anotagoes de tipos sao, em geral, opcionais em programas
Haskell, uma vez que o compilador é capaz de inferir o tipo para cada expressao. Este
processo de determinar o tipo de expressoes é chamado de inferéncia de tipo. Caso o
programador forneca uma anotacao de tipo para uma expressao, o compilador verifica
se a definigao especificada pode ter o tipo anotado. Este processo de verificagao é

chamado de verificagao de tipo.

2.3 Sintaxe de Listas

Listas sao estruturas de dados usadas comumente para modelar diversos problemas.
Por isso, existe em Haskell uma sintaxe especial para representar esse tipo de dados.
O tipo de dados [a] pode ser definido indutivamente como a uniao disjunta de uma
lista vazia, representada por [], com o conjunto de valores x:xs, contendo um primeiro
elemento x, de tipo a, seguido de uma lista xs. Os simbolos [] e : sao construtores de
valores do tipo lista, cujos tipos sao respectivamente [a] e a — [a] — [a]. O uso
de [a] (em vez de List a) é uma primeira forma de sintaxe especial para (tipos de)
listas. O uso dos construtores [] e (:), sendo o segundo usado de forma infixada, é

outra notagao especial para a construcao de listas.

Uma outra forma de sintaxe especial para listas é mostrada a seguir:
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[True, False]
¢ uma abreviagao para
True : (False : []).

No moédulo Table, a funcao member usa outra sintaxe especial para listas, que
é baseada em notagao comumente usada para definicao de conjuntos. Esta funcgao

poderia ser definida usando notagao de conjuntos como:
member st = ({ p | p €t A(fst p) = s} #0)

O ultimo tipo de ag¢icar sintdtico disponivel na linguagem Haskell para listas é

apresentado suscintamente a seguir, por meio de exemplos:

e [’a’..’z?] : lista de todas as letras mintsculas do alfabeto.
e [0, 2..]: lista de niimeros naturais pares.

e [0..]: lista de todos os niimeros naturais.

2.4 Definicoes de Funcoes

Funcgoes em Haskell podem ser definidas de modo a explorar o casamento de padroes
e o uso de guardas. Estes dois recursos para defini¢goes de fungoes sao explicados nas

proximas sub-segoes.

2.4.1 Casamento de Padroes

Um padrao é uma construcao sintatica que pode envolver o uso de constantes e vari-
aveis, introduzida para definir o mecanismo de casamento de padroes. O casamento
de padroes é uma operacao usada na passagem de parametros. Basicamente, consiste
simplesmente em que uma constante s6 casa com si propria, e uma variavel casa com
qualquer expressao. O casamento de uma variavel provoca uma associacao da varidvel
a expressao com a qual houve o casamento.

O casamento de padroes desempenha um papel importante nas defini¢coes de fun-
¢oOes em linguagens funcionais modernas. A funcao remove, definida no médulo Table,
¢ um exemplo de definicao que utiliza casamento de padrao sobre listas. A defini-
¢ao desta funcao é composta por duas equacoes alternativas, cada uma especificando
o resultado correspondente ao padrao da lista recebida como argumento: a primeira

equagao utiliza o padrao [] e a segunda equacgao utiliza o padrao (x:xs). O padrao
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(:)x xs é um exemplo de uma constante funcional (:) aplicada & variavel x e a

varidvel xs.

2.4.2 Guardas

A definicao da funcao insert é um exemplo de definicao que utiliza definicoes com
guardas, que permitem a definicao de alternativas para uma mesma equacao. A alter-
nativa a ser executada ¢ a primeira, na ordem textual, para qual a avaliagao da guarda

(expressao booleana) especificada na definigdo resulta em um valor verdadeiro.

2.5 Tipos de Dados Algébricos

Nas Figuras e apresentadas a seguir sao mostradas declaracoes de um tipo de
dados algébrico e de uma fungao que recebe valores desse tipo como argumento. O
objetivo é ilustrar caracteristicas basicas da definicao e o uso de valores de tipos de

dados algébricos em Haskell.

data Maybe a = Nothing | Just a

mapMaybe :: (a — b) — Maybe a — Maybe b
mapMaybe f (Just x) = Just (f x)

mapMaybe f Nothing = Nothing

Figura 2.2. Defini¢do de um tipo de dados algébrico e uma fungao que o utiliza.

A primeira linha ilustra a definicdo de um tipo algébrico: a palavra reservada
data ¢ usada na declaragao de Maybe. A declaragao introduz Maybe como um construtor
de tipos que possui dois construtores de dados: Nothing e Just. O tipo Maybe a é
polimérfico, ou seja, quantificado universalmente sobre uma ou mais variaveis de tipo.
Para cada tipo t instanciado, ou seja, substituido pela variavel de tipo a em Maybe a,
existe um novo tipo de dados, Maybe t. Valores de um tipo Maybe t podem ter duas
formas: Nothing ou (Just x), onde x corresponde a um valor do tipo t. Construtores
de dados podem ser utilizados em padroes, para decompor valores de tipo Maybe t, ou
em expressoes, para construir valores deste tipo. Ambos os casos estao ilustrados na
definicao de mapMaybe.

Tipos de dados algébricos em Haskell constituem uma soma de produtos. A
definicao do tipo de dados Tree a indica que um valor deste tipo pode ser uma folha

(Leaf), cujo tipo corresponde a um produto trivial, de apenas um tipo, ou um nodo
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construido com o construtor Node, cujo tipo corresponde a um produto de um tipo a

com dois tipos Tree a (que correspondem as sub-arvores esquerda e direita).

data Tree a = Leaf a | Node a (Tree a) (Tree a)

Figura 2.3. Tipo de dados algébrico.

2.6 Conclusao

Este capitulo apresentou uma breve introducao a linguagem Haskell e algumas de suas
caracteristicas basicas: sistema de moédulos, anotagoes de tipos, aclcar sintatico para
listas, casamento de padroes e defini¢oes de tipos de dados algébricos. Para cada uma
dessas caracteristicas foram apresentados exemplos ilustrativos de sua utilizagao. O
proximo capitulo aborda um dos recursos principais da linguagem — a possibilidade
de definir simbolos sobrecarregados usando uma politica de resolucao de sobrecarga

dependente de contexto.



Capitulo 3

Sobrecarga Dependente de

Contexto em Haskell

Este capitulo apresenta uma breve introdugao a abordagem adotada na linguagem
Haskell para sobrecarga. Apresenta também abordagens apresentadas na literatura
para suporte a classes com multiplos parametros em Haskell, e discute a nocao de

ambiguidade.

3.1 Introducao

Strachey foi o primeiro a utilizar o termo polimorfismo ad-hoc para se referir a fungoes
que podem ser aplicadas a argumentos de diferentes tipos, mas que se comportam de
acordo com o tipo do argumento para o qual sdo aplicadas [Strachey, 2000]. Isso é
o que chamamos de sobrecarga independente de contexto. Neste texto, serd usado o
termo polimorfismo de sobrecarga para denominar nao so esse tipo de polimorfismo
mas também o polimorfismo introduzido pelo mecanismo de sobrecarga dependente
de contexto usado em Haskell (veja Capitulo . Linguagens que provéem suporte
ao polimorfismo de sobrecarga permitem ao programador fazer varias defini¢oes de
fungoes, todas com o mesmo nome. A tarefa de determinar qual funcao é chamada
pode ser realizada pelo compilador, que toma essa decisao com base em informacoes
do contexto onde o nome da fungao é usado.

Ao contrario do polimorfismo paramétrico, a importancia do polimorfismo de
sobrecarga ¢ muitas vezes subestimada, considerando que este nao aumenta a expres-
sividade de uma linguagem, pois poderia ser eliminado por uma renomeacao adequada

de simbolos. Todavia, a grande importancia do polimorfismo de sobrecarga nao esté

13



14 CAPITULO 3. SOBRECARGA DEPENDENTE DE CONTEXTO EM HASKELL

em evitar a poluicao do espaco de nomes, mas na propriedade de que expressoes e
nomes definidos utilizando simbolos sobrecarregados podem ser usados em contextos
que podem requerer valores de tipos distintos [Camarao & Figueiredo, 1999).

Alguns sistemas de tipo que provéem suporte a polimorfismo de sobrecarga
tém adotado uma estratégia dependente de contexto para sobrecarga, por ela ser
menos restritiva. Nessa classe de sistemas de tipos estao incluidos o Sistema CT
[Camarao & Figueiredo, 1999 e o sistema de classes de tipos utilizado pela linguagem
Haskell |Jones, 2002, Wadler & Blott, 1989].

Desde sua versao original baseada no trabalho de Wadler e Blot
[Wadler & Blott, 1989], varias extensoes foram propostas para o sistema de clas-
ses de tipos de Haskell. Em sua maioria, essas extensdes tinham o intuito de
permitir a utilizacao de classes de tipos com maultiplos parametros. Dentre es-
tas podemos citar: Classes de Tipos Paramétricas [Chen et al., 1992|, Dependéncias
Funcionais [Jones, 2000, [Jones & Diatchki, 2009, [Sulzmann et al., 2006a] e Familias
de Tipo&E] [Schrijvers et al., 2008, |Chakravarty et al., 2005b, [Chakravarty et al., 20054
Kiselyov et al., 2010].

3.2 Sobrecarga Dependente de Contexto em
Haskell

Esta se¢ao descreve o polimorfismo de sobrecarga em Haskell, que é baseado em classes

de tipos.

3.2.1 Classes de tipo

Classes de tipo em Haskell [Jones, 2002, Hudak et al., 2007| permitem ao programador
definir simbolos sobrecarregados e seus respectivos tipos, que podem ser instanciados
entao para diferentes tipos, definidos como instancias de classes.

Uma declaracao de instancia de uma determinada classe fornece a defini¢ao para
os simbolos desta classe, para tipos especificos para cada parametro da classe. Como
um primeiro exemplo (baseado em um exemplo de [Hudak et al., 2007]), considere a
classe Eq, que possui um tnico parametro, e duas instancias definidas para Int e Bool,
apresentadas na figura

A funcgao primEqInt é uma fungao pré-definida, de tipo Int — Int — Bool, que

verifica a igualdade de dois niimeros inteiros. Considerando as duas instancias definidas

'do inglés: Type families.
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class Eq a where
(==), (/=) :: a— a — Bool
x ==y = not (x /= y)
x /=y = not (x == y)

instance Eq Int where
x ==y = primEqlnt x y

instance Eq Bool where

True == True = True
False == False = True
== _ = False

instance Eq a = Eq [a] where
(] == [] = True
(x:x8) == (y:ys) = (x == y) && (xs == ys)
== _ = False

Figura 3.1. Exemplo de classe de tipos e instancias

para a classe Eq, tem-se que as expressoes 2 == 3 e False /= False sao bem tipadas.
De maneira similar, a seguinte declaracao polimérfica também é bem tipada:
member x [] = False

member x (y:ys) = (x == y) || (member x ys)

Figura 3.2. Fungao polimoérfica cujo tipo tem uma restrigdo da pela classe Eq.

A funcao member, definida na Figura [3.2] tem um tipo denotado em Haskell por
Eqa = a — [a] — Bool. Temos que Eq a é uma restri¢ao que limita os tipos para

os quais a variavel a pode ser instanciada, aos tipos que sao instancias da classe Eq.

class Eq a where

(==), (/=) :: a — a — Bool
class Eq a = O0Ord a where
>), () :: a — a — Bool

Figura 3.3. Exemplo de hierarquia de classes de tipos.

Classes de tipos podem ser declaradas de maneira a formar hierarquias. Na Figura
[B.3] a classe Ord ¢ definida como subclasse de Eq. Isso indica que, para que um tipo

seja instancia da classe Ord, ele deve ser também instancia da classe Eq. A formagao
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de hierarquia de classes pode simplificar os tipos de expressoes envolvendo simbolos

sobrecarregados, como no seguinte exemplo:

search y [] = False
search y (x:xs) = if x == y then True

else if x < y then False else search y xs

O tipo inferido para esta fungao é Ord a = a — [a] — Bool. Caso a classe

Ord nao fosse definida como subclasse de Eq esse tipo seria
(0rd a, Eq a) = a — [a] — Bool.

Uma caracteristica interessante de func¢oes sobrecarregadas definidas por classes
de tipo é que estas podem ser traduzidas em fungoes nao sobrecarregadas equivalentes,
que recebem um argumento extra, denominado dicionario [Wadler & Blott, 1989]. Um
dicionario é um registro que contém, para cada tipo que é instancia de uma classe,
funcoes que definem, para este tipo, os simbolos da classe. O trecho de codigo na
Figura[3.4] apresenta o resultado da tradugao do codigo apresentado na Figura [3.1] para

outro equivalente, utilizando dicionarios.

data Eq a = MkEq (a —+ a — Bool) (a — a — Bool)

eq (MkEq e _)
ne (MKkEq _ n)

I
B 0

dEqInt :: Eq Int
dEqInt = MkEq primEqInt (Ax y — not(primEqInt x y))

dEgBool :: Eq Bool
dEgBool = MkEq f (Ax y— not(f x y))
where f True True = True
f False False = True
f _ _ = False

dEqList :: Eq a — Eqlal
dEqList d = MkEq el (Ax y— not(el x y))
where el [] [l = True
el (x:xs) (y:ys) = (eq d x y) && (el xs ys)
el _ _ = False

Figura 3.4. Exemplo de traducao de classes de tipo e instancias para dicionarios.

Pode-se observar, na tradu¢ao mostrada na Figura [3.4] que a declaragao de classe

foi convertida para uma definicdo de um novo tipo de dados, que representa o tipo



3.3. AMBIGUIDADE 17

de dicionarios da classe Eq. Este tipo de dados possui um tnico construtor de valores
deste tipo, MkEq, que possui como parametros dois valores do tipo funcional a — a
— Bool, que correspondem as fungoes (==) e (/=).

Para cada uma das fungoes definidas na classe, é gerada uma funcao de projecao,
que seleciona a funcao correspondente no dicionario.

A traducdo da funcdo member (Figura [3.9]), definida na Figura possui um
parametro extra, correspondente ao dicionario da classe Eq, que representa a restricao
Eq a presente em seu tipo. Além disso, a utilizagdo do simbolo sobrecarregado (==) é

substituida pela expressao eq d, onde eq é uma funcao de projecao e d um dicionario:

member :: Eq a — a — [a] — Bool
member _ x [] = False
member d x (y:ys) = (eq d x y) || member d x ys

Figura 3.5. Tradugao da fungdo member, utilizando dicionérios.

A linguagem Haskell permite também, na definicao de classes, prover implemen-
tagoes padrao (default) para os nomes membros de uma classe. Na definigao da classe
Eq (Figura , temos defini¢oes padrao para (==) e (/=) como sendo:

==y = not (x /= y)

X /=y

not (x == vy)

Com isso, o programador passa a ter que definir, em instancias da classe Eq,
apenas um dos simbolos (==) ou (/=), uma vez que a implementacao padrao é utilizada

para o simbolo omitido.

3.3 Ambiguidade

Nesta segao discutimos a nogao de ambiguidade usando sua definigdo convencional (Se-
¢ao e na Segao m apresentamos a definicao utilizada pela linguagem Haskell.
Finalmente, na Segao [3.3.3] analisamos a abordagem para ambiguidade utilizada pela
linguagem Haskell.

3.3.1 Definicao de Ambiguidade

Expressoes que possuem tipos ambiguos sao rejeitadas por compiladores e interpreta-

dores de Haskell, por nao ser possivel definir para estas um significado preciso.
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Usualmente, define-se a seméantica de expressoes por inducao sobre derivacoes
de tipo [Mitchell, 1996], mas sistemas de tipos para Haskell apresentados na literatu-
ra [Jones, 1995al [Vytiniotis et al., 2011] permitem que sejam construidas duas ou mais
derivacoes para o mesmo tipo de uma expressao, resultando em um problema conhecido
como nao coeréncia. Dizemos que uma semantica é coerente se esta atribui o mesmo
significado para uma expressao independentemente da maneira como o tipo desta foi

derivado. Mais formalmente:

“Sejam A e A’ derivagdes de I' F e : off|e I - e : o, respectivamente, tais
que I' e I atribuem o mesmo tipo para qualquer variavel livre x presente
em e. Se a semantica atribuida & expressao e utilizando-se as derivacoes A
e A for igual, isto é: [I'Fe: o], = [I"F e: o],, dizemos que a seméntica

em questao é coerente”. [Mitchell, 1996]

Dizemos que uma expressao e de tipo o é ambigua, se existem duas derivagoes dis-

tintas A e A’ que atribuem a expressao e dois diferentes valores semanticos. Exemplos

sao discutidos nas Secoes el3.3.3

3.3.2 Ambiguidade em Haskell

Um problema da abordagem atualmente utilizada em Haskell para o polimorfismo de

sobrecarga ¢ a defini¢ao e o tratamento de ambiguidade, como ilustrado a seguir.
Exemplo 1. Considere o seguinte exemplo classico [Jones, 2002, [Hudak et al., 2007]:

show :: Show a = a — String
read :: Read a = String — a

f :: String — String

f s = show (read s)

A funcao show converte um valor, de qualquer tipo definido como instancia da classe
Show, para um valor de tipo String, enquanto read faz o inverso para qualquer tipo
que é instancia da classe Read. Intuitivamente, f deveria se comportar como a funcao
identidade sobre valores do tipo String, ja que primeiramente converte o valor s (de
tipo String) em um valor de um tipo que é instancia da classe Read e na sequéncia

converte o resultado de read s para uma String utilizando a fun¢ao show. Porém, na

2A notacdo I' F e : o especifica que 4 expressao e possui tipo o em um contexto I' derivavel
utilizando um conjunto de regras de dedugao que descreve o sistema de tipos para a linguagem em
questao. Maiores detalhes sobre sistemas de tipos sdo apresentados no Capitulo
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definicao de £ nao existe maneira de determinar como instanciar a variavel de tipo a

presente no tipo de read. Desta maneira, temos que o tipo inferido para f é:
f :: (Read a, Show a) = String — String

As regras adotadas na definicao da linguagem Haskell nao examinam o contexto para
instanciagao de varidveis, ou seja, a variavel de tipo a presente nas restricoes Read a
e Show a nao é instanciada, portanto, a sobrecarga presente na definicao de £ nao é

resolvida.

Expressoes cujo tipo possui restrigoes contendo variaveis que nao podem ser ins-
tanciadas posteriormente sao ditas ambiguas em Haskell e sao rejeitadas pelo compila-
dor ou interpretador. Um tipo polimérfico tem, em Haskell, a forma Va. P = 7, onde
@ ¢ uma sequéncia de variaveis de tipo e P sao restrigoes de classes de tipo. Haskell
define que um tipo Va. P = 7 é ambiguo se existe alguma varidvel de tipo presente
nas restrigdes (P) que nao esta presente no tipo (7). Diz-se que tal ocorréncia, neste
tipo, ¢ ambigua, como ocorre no caso da variavel a do tipo de £ (Exemplo .

Uma maneira de evitar esse erro em Haskell é utilizar expressoes com anotagoes
de tipo. Por exemplo, a definicao de £ pode ser feita usando uma anotagao do tipo de

read s, como feito a seguir:
f s = show ((read s):: Int)

Com essa anotacao de tipo, a definicao de f deixa de ser ambigua, pois nesse
contexto a sobrecarga ¢é resolvida, de modo a usar a instancia de read com tipo
String — Int e, consequentemente, a sobrecarga de Show é também resolvida, de
modo a usar a instancia de show para o tipo Int — String.

Ambiguidades em operagoes da classe Nunf’|sdo comuns. Para evitar a necessidade
de usar uma anotacao de tipo em toda subexpressao numérica, Haskell adota uma
regra bastante ad hoc, explicada a seguir, para permitir a eliminacao de ambiguidades,

baseada no uso de clausulas default, que tém a seguinte forma:
default(ty,...,t,)

onden > 0 e cada t; deve ser um tipo da classe Num. Nas situagoes onde é detectada uma
ambiguidade, uma variavel de tipo v é instanciével, de forma a eliminar a ambiguidade,

se (cf. [Jones, 2002]):

e v aparece somente em restrigoes da forma C v, onde C é uma classe, e

3A classe Num define o tipo de operacdes sobre tipos numéricos como adicdo, subtracio, etc.
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e pelo menos uma destas classes é uma classe numérica, ou seja, esta é uma sub-

classe de Num ou a propria classe Num.

Ocorréncias ambiguas de variaveis de tipo da classe Num sao instanciadas para ti-
pos de maneira a eliminar todas as ocorréncias ambiguas, se isto for possivel. Se houver
mais de uma possibilidade para instanciacao de variaveis com ocorréncias ambiguas,
sao escolhidos tipos de acordo com a ordem em que estes ocorrem na declaracao da
clausula default presente no moédulo onde ocorreu esta ambiguidade.

Para prover suporte a classes com miltiplos parametros, o compilador Haskell
GHC utiliza uma condicao diferente para considerar que um determinado tipo é ou
nao ambiguo. Um tipo Va. P = 7 é considerado ambiguo se P possui alguma variavel
inalcancével a partir de 7, ou se alguma restricao em P nao menciona nenhuma variavel
em a. Dizemos que uma variavel «, presente em um conjunto de restrigoes P, é alcancé-
vel (e inalcangavel, caso contrario) se: 1) « esté presente em 7 ou 2) « estd presente em
alguma restrigao de P que possua variaveis alcangéweif] [S. P. Jones and others, 2012].
Com esta regra, o tipoVa.C a b = a é aceito, enquanto Va b.Eq b = Int nao, pois

a restricao Eq b nao menciona a variavel quantificada a.

3.3.3 Analise sobre a abordagem de Haskell para ambiguidade

Conforme apresentado na Segao Haskell utiliza uma condicao sintatica para de-
terminar quando um tipo é ambiguo ou nao. Porém, conforme apresentaremos no
exemplo a seguir, esta caracterizacao de ambiguidade é inadequada, pois exclui diver-
SOs programas que nao sao ambiguos, isto ¢, que possuem uma Unica tradugao que

pode ser obtida através da derivagao de seu tipo.
Exemplo 2. Considere o seguinte trecho de codigo Haskell:

class Show a where show :: a — String
class Read a where read :: String — a
instance Show Bool where
instance Read Bool where

instance Read Int where

f x = show (read x)

4Até onde sabemos, o primeiro trabalho a definir ambiguidade em funcéo da existéncia de variaveis
inalcangéveis foi [Camarao & Figueiredo, 1999].
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O tipo inferido para f é (Show a, Read a) = String — String, que é consi-
derado ambiguo pelo compilador GHC, pois a variavel de tipo a presente nas restrigoes
¢ inalcancavel.

Observando as definigoes de classes e instancias presentes no contexto da defini¢ao
de f, podemos observar que somente as instancias Show Bool e Read Bool podem ser
utilizadas para a derivacao de um tipo para f. Isso nos permite concluir que esta
expressao nao ¢ ambigua (de acordo com a definicdo de ambiguidade apresentada na
Secao , pois existe uma tnica derivagao de tipo para f, a que utiliza as instancias
Show Bool e Read Bool.

O fato do tipo de uma expressao possuir variaveis inalcangaveis nao necessaria-
mente implica em ambiguidade, mas sim que a resolucao de qual implementagao deve
ser utilizada para os simbolos sobrecarregados desta expressao deve ser neste ponto
realizada. Em Haskell, a existéncia de variaveis inalcangaveis é utilizada para caracte-
rizar ambiguidade, o que entra em conflito com a definigao usual baseada na existéncia
de derivacoes distintas para o tipo de uma expressao.

Uma expressao s6 pode ser considerada ambigua se houver duas ou mais maneiras
de resolver a sobrecarga desta, quando a resolucao de sobrecarga nao puder ser deferida,
isto é, quando o tipo da expressao possuir variaveis inalcangéveis e houver mais de um
maneira de instanciar estas variaveis de forma a determinar qual implementagao deve
ser utilizada para os nomes sobrecarregados em questao.

No Capitulo[d] discutiremos com detalhes esta alternativa, que permite a defini¢ao

de uma semantica coerente para Haskell.

3.4 Classes de Tipos com Miltiplos Parametros

3.4.1 Introducdo

Classes de tipos com miltiplos parametros possuem diversas aplicagoes praticas
[Jones et al., 1997, [Jones, 2000, Duggan & Ophel, 2002]. Embora vérias implementa-
¢oes de Haskell incluam suporte a classes com miltiplos parametros, essa extensao
ainda nao foi incluida na defini¢ao oficial da linguagem, por causa de problemas rela-

tivos a ambiguidade. Considere por exemplo o seguinte:

class Collects a b where
empty :: b
insert :: a -b—b
member :: a — b — Bool
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Esse exemplo foi usado em [Jones, 2000]. A classe de tipos Collects a b define
operacgoes sobre colecoes e seus tipos. A variavel a representa o tipo dos elementos e b

o tipo da cole¢ao. Pode-se definir como instancias da classe Collects:

e Listas, arvores e outras estruturas de dados que possuem a forma de um cons-

trutor aplicado a um tipo.
e Estruturas que utilizam funcgoes de hashing.
Possiveis instancias para essa classe seriam:

instance Eq a = Collects a [a] where ...
instance Ord a = Collects a (Tree a) where ...

instance (Hashable a, Collects a b) = Collects a (Array Int b) where

Neste exemplo ocorre um problema com o tipo da fungao empty, de acordo com
a regra de ambiguidade adotada em Haskell (apresentada na Secao . Essa funcao é
considerada ambigua em Haskell j4 que em seu tipo (empty::(Collects a b) = b)
a variavel a presente nas restri¢goes nao ocorre no tipo simples (b).

Uma solucao para esse problema é declarar a classe Collects como:

class Collects a c where
empty :: c a
insert :: a - c a—c a

member :: a — c a — Bool

Apesar de essa declaracao nao apresentar problemas de ambiguidade em relacao
ao simbolo empty, ela s6 pode ser instanciada para colegoes formadas por um construtor
de tipos c aplicado a um tipo a. Para resolver estes problemas, que ocorrem devido
& definicao de ambiguidade usada em Haskell em conjunto com o uso de classes de
multiplos parametros, diversas propostas foram elaboradas. A proxima secao apresenta

duas destas propostas.

3.4.2 Trabalhos Anteriores para Verificacdo e Inferéncia de
Tipos
Nesta secao apresentamos alguns trabalhos existentes na literatura para verificacao e

inferéncia de tipos na presenca de classes de tipos com multiplos parametros. E sa-

bido que, mesmo diante da restricao de que classes de tipos devem possuir apenas
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um parametro, o problema de satisfazibilidade de restri¢oes para tipos polimoérficos
¢ N'P-dificil. Sem restrigoes sobre a quantidade de parametros de uma classe e sem
restri¢coes sobre a satisfazibilidade de restri¢oes em tipos, este problema torna-se inde-
cidivel [Volpano, 1994].

Sao descritas a seguir duas abordagens para verificagao de tipos em programas
que utilizem classes de tipos com miiltiplos parametros em Haskell, sem a necessidade
de extensdes como dependéncias funcionais (segao e familias de tipos (secao [3.6)).

A abordagem apresentada neste trabalho ¢ o tema no Capitulo [4]

3.4.2.1 A Abordagem de Duggan e Ophel

Duggan e Ophel apresentam um sistema de tipos e algoritmo de inferéncia
[Duggan & Ophel, 2002] nos quais sao feitas restrigdes que assemelham-se a utiliza-

¢ao de dependéncias funcionais [Jones, 2000]. Para isso, toda classe de tipos deve ser

da forma:
class P = C ay, ..., Qu, B1, ..., Bp where. ..
E requerido que as instanciagoes dos parametros oy, ..., o, devem unicamente
determinar as instanciagoes dos parametros fi, ..., 5,, para m e n declarados pelo

programador. Com esta restricao nao é possivel definir, por exemplo, instancias como

as seguintes:

instance (Mult ay 0 v, Add v v 7) =
Mult (Matrix «;) (Matrix () (Matrix ~) where...
instance (Mult as (3 ) = Mult a, (Matrix () (Matrix <) where...

uma vez que hé a possibilidade de instanciagao de ay como Matrix «;. Para contornar
este problema, [Duggan & Ophel, 2002| permitem o uso de restrigdes para impedir a
instanciacdo de variaveis de tipos. Uma restri¢do como ay # Matrix «jz significa que
a varidvel as nao pode ser instanciada para um tipo que possua Matrix como seu
construtor mais externo. Usando este tipo de restricao, o trecho de cédigo anterior

pode ser escrito como:

instance (Mult as (B 7, as # Matrix az) =
Mult s (Matrix () (Matrix ) where...

Além disso, os autores propoem utilizar no algoritmo de inferéncia uma estratégia

para resolucao de sobrecarga que é denominada resolucao de sobrecarga baseada em
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um’ﬁcagdoﬂ, definida da seguinte maneira. Dado um conjunto de restri¢oes P, seja P |

= (57, P") um par onde S” é uma substituigdo e P" é um conjunto de restri¢des que nao
foram resolvidas apés a aplicacdo de S™ a P, isto é&: P" = {r |7 € S" PAtv(m) # 0} A

partir da configuracdo inicial (id, P), obtemos P | pela execucao dos seguintes passos:

1.

Seja (S, P) o estado atual do algoritmo, C'm € P uma restri¢ao, P, = C 7 uma
instancia da classe C, S’ = wunify(fi, i7) uma substituigdo que satisfaca todas
as restrigoes a; # p; € Pe P = {n|n € SPAtv(n) # 0} U P;. Entao, a

configuragao atual do algoritmo passa a ser (S’ o S, S" P’).

Seja (9, P) o estado atual do algoritmo, P, = C [y uma instancia da classe C' e
Cry, Clg € P restrigoes tais que cada 11; € 17 € To; € iz € T1; = To4, para todo
1< ¢ < nonden <k=|m| = || Suponha que 5" =unifyset({(1;,2;)|J =
n+1,...,k}), onde unifyset é definido como:

id se T = 0. onde: S = unifyset(ST")

) t(T) =
uniysetT) { S'o S seT ={(p1,p2)} &1 S = unify(u, p)

unify é uma funcao que calcula o unificador mais geral de uq, 2 e @ denota a
uniao disjunta de dois conjuntos. Nestas condic¢oes, o algoritmo passa a ter como

estado atual (S0 S, S’ P') onde P' = P — {C iy}

O algoritmo falha caso nao exista uma instancia que unifique com alguma restri-

¢ao em P.

Para uma melhor compreensao deste algoritmo, consideraremos dois exemplos

que exibem como cada uma das regras funciona.

Exemplo 3. Para a primeira regra, considere o seguinte exemplo:

data Employee = E String String Int

class Name a b where name :: a — Db

instance Name Employee String where

f

name (En _ _) =n

= name (E ch:’ uan 2) == name (E uan c:C” 1)

Straducao livre: Domain-driven unifying overloading resolution.
6 A notacdo tv(m) denota o conjunto de varidveis livres presentes na restri¢do 7. A defini¢ao formal
desta funcao é apresentada no Capitulo
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No trecho de cédigo anterior, as restri¢coes para f sao:
Eq a, Name Employee a

Supondo que todas as defini¢oes do preludio de Haskel]ﬂ estejam visiveis no ponto
da defini¢ao de £, temos que existem varias instancias que satisfazem a restricao Eq a,
porém somente a instancia Name Employee String satisfaz a restricao Name Employee
a. Ao unificarmos esta restricao com a instancia Name Employee String obtemos a

seguinte substituicao:
S ={a — String}

que especializa o tipo de £ para Bool, uma vez que no contexto da definicao de £

existem instancias para Eq String e Name Employee String.

Exemplo 4. Para a segunda regra, considere o seguinte exemplo:

class Add a b ¢ where (+) :: a — b — ¢

fxy=(&+y, x+7y)
Neste trecho de codigo, temos as seguintes restrigoes geradas para o tipo de f:

P={Add a b c, Add a b d}

Pela regra 2, temos que C'Ji; = Add a b ¢, Ci; = Add a b d, onde 17 = {a,b,c},
7z = {a,b,d}, n = 2 e k = 3. Portanto, pela mesma regra, temos que a substitui¢ao

S’ seré:
S"={d — ¢} = unifyset({(c,d)})
o que faz com que a configuracao do algoritmo passe a ser igual a
(57,5"{Add a b d}) = (5', {Add a b c})
Com isso, temos que o tipo inferido para f é:
f:: Addabc=a—b— (c,c)
ao invés de

f:: (Addabc, Adddabd) = a— b — (c,d)

"Preltdio (Prelude) é o nome de um moédulo que é importado automaticamente por todo médulo
em programas Haskell.
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O primeiro tipo apresentado para f é, em nossa visao, incorreto. O motivo é que esse
tipo impossibilita que a func¢ao (+) seja utilizada de maneira polimérfica. Para ilustrar
o problema em questao, considere o seguinte trecho de cédigo que estende o trecho de

codigo contendo a defini¢ao da funcao f e da classe Add.
instance Add Bool Bool Bool where ...
instance Add Bool Bool String where ...
g = let (i,j) = f False True in (not i, j ++ “I”)
Caso o tipo inferido para a fungao f seja
f:: AMddabc=a—>b— (c,c)

temos que a fungao g nao pode ser tipada, ja que o resultado de £ é um par de valores

de um mesmo tipo c. Porém, caso o tipo de f seja
f:: (Addabc, Addabd) = a— b — (c,d)

a funcao g pode ser tipada, j4 que o resultado de f é um par de valores de tipos

possivelmente diferentes.

Outro problema da abordagem proposta por [Duggan & Ophel, 2002] ¢ que ela
nao impoe restrigoes que garantam a terminacao do algoritmo de inferéncia de tipos.
Os autores provam que, para programas bem tipados, o algoritmo de inferéncia sempre
termina, mas este pode nao terminar para programas com erros de tipos. O préximo

exemplo ilustra o problema de nao terminacao.

Exemplo 5. O programa da Figura[3.6]é um exemplo que causa a nao terminagao do

algoritmo de inferéncia.

class Foo a b where
foo :: a — b — Int

instance Foo Int Float where foo xy =0
instance Foo a b = Foo [a] [b] where foo (x:_) (y:_) = foo xy

g xy= (foo [x] y) + (foo [y] x)

Figura 3.6. Trecho de Codigo que faz o algoritmo de inferéncia de
[Duggan & Ophel, 2002] nao terminar

Neste trecho de programa, temos que o tipo de g possui as seguintes restrigoes:
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P = {Foo [a] b, Foo [b] a}

A regra 1) especifica que a restricdo Foo [a] b pode ser unificada com a instancia Foo

a b = Foo [a] [b] produzindo a seguinte substituicao:
S"={b ~ [bl}

A nova configuracao do algoritmo sera formada pela substituicao S’ e pela aplicacao

desta ao novo conjunto de restri¢oes P’, que seré igual a:
P ={r|reSPAtu(r)#0}U P,
onde P, = {Foo a b} e S = id. Desta maneira, temos que P’ seré igual a:
P" ={Foo [a]l b, Foo a [b]l}U{Foo a b}
Ao aplicarmos a substituicao S’ a P’ obteremos o seguinte conjunto de restrigoes:
P’ ={Foo [a] [b], Foo a [[b]l], Foo a [bl}

Com isso temos que o estado do algoritmo sera descrito pelo par (S’ o id, P’) que sera
submetido a uma nova iteragdo do processo de resolu¢ao. Novamente, pela regra 1)
do algoritmo, temos que a restricao Foo [a] [b] unifica com a instancia Foo a b =

Foo [a] [b] produzindo a substituigao S” = id e o seguinte conjunto de restrigoes:
P" ={Foo a b, Foo [a] [b], Foo a [[b]], Foo a [bl}

Observe que neste tltimo passo a restricao Foo a b é re-inserida no conjunto de res-
tricoes, o que faz com que todo o processo descrito se repita, e cause a nao terminacao

do algoritmo.

Um problema dessa abordagem ¢é que esse algoritmo é sempre executado durante
o processo de inferéncia para producoes let. Os autores nao especificam um critério para
determinar quando o processo de resolucao deve ser acionado, para um determinado

conjunto de restrigoes.

3.4.2.2 A Abordagem de Sulzmann

Outra alternativa para verificagao e inferéncia de tipos na presenca de classes de tipos

com multiplos parametros é apresentada em [Sulzmann et al., 2006b]. Nesse trabalho,
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os autores estabelecem as seguintes restricoes para a decidibilidade do problema de

inferéncia:

1. O contexto presente em uma declaragao de instancia pode referenciar somente
varaveis de tipos e, em cada restricao desse contexto, todas as varidveis nela

contidas devem ser distintas.

2. Em uma declaracao de instancia instance P = C 7, pelo menos um tipo p;,

1 < < |z, ndo deve ser uma variavel, e devemos ter que tv(P) C tv(f).
3. Instancias nao devem ser sobrepostas. Para quaisquer duas instancias:

instance P, = C [

instance P, = C Lo
nao deve existir uma substituicao S tal que Sy = S s.

Se o programa obedecer essas condigoes, é provado pelos autores que, além de
terminar para qualquer entrada, o processo de inferéncia produz tipos principais
[Sulzmann et al., 2006b]. A prova utiliza uma transformagao de um programa Haskell,
contendo classes, instancias e tipos de dados que satisfazem essas restrigoes, para um
programa expresso por meio de regras de manipulagao de restm'géesﬁ |[Frihwirth, 1995|.

Um problema dessa abordagem é que as restricoes impostas sobre declaracoes de
instancias sao onerosas, impedindo a defini¢ao de alguns exemplos de interesse pratico.

O proximo exemplo apresenta uma definicao de instancia que nao é permitida.

Exemplo 6. Considere a seguinte definicao de um tipo de dados para representar uma

monada livre (exemplo retirado de [Voigtlander, 2008|):

data Free f a = Return a | Roll (f (Free f a))

Uma possivel definicao de uma instancia da classe Show para Free seria:
instance (Show (f (Free f a)), Show a) => Show (Free f a) where

Tal instancia viola a restrigao [I} pois a restrigdo Show (f (Free f a)) referencia nao
apenas variaveis de tipo. As restrigdes descritas em [Sulzmann et al., 2006b| foram
implementadas em versoes anteriores do compilador GHC, que hoje utiliza regras para
aceitacao de defini¢oes de instancias mais flexiveis (mediante diretivas de compilagao).

Na versao 7.4.2 do compilador GHC, este exemplo s6 é aceito utilizando-se a
extensao UndecidableInstances, que desabilita todas as restrigoes sintéticas sobre

defini¢oes de instancias.

8do inglés: Constraint Handling Rules.
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3.5 Dependéncias Funcionais

3.5.1 Introducdo

A utilizacao de classes de tipo com multiplos parametros, apesar de ser uma extensao
util para a definicao de simbolos sobrecarregados, facilita a definicao de expressoes
que possuem tipos ambiguos, de acordo com a definicao de ambiguidade usada em
Haskell. Como exemplo (cf. [Hudak et al., 2007]), considere a seguinte tentativa de

generalizagao da classe Num:

class Add a b r where
(+) it a—>b—r
instance Add Int Int Int where ...

instance Add Int Float Float where ...

Com isto, permite-se que o programador defina instancias para somar ntimeros de
diferentes tipos, escolhendo o tipo do resultado com base no tipo dos argumentos e no
contexto no qual a soma ocorre. Apesar desta parecer uma boa solugao, ela faz com que
expressoes simples tenham tipos ambiguos, de acordo com a definicao de ambiguidade
usada em Haskell. Como exemplo, considere a seguinte expressao: n = (x + y) + z,
onde x, y e z sao do tipo Int. O compilador GHC infere o seguinte tipo para n (se as
opgoes que desabilitam a restrigdo de monomorfismo [Jones, 2002 e permitem classes

com multiplos parametros forem utilizadas):
n :: (Add Int Int a, Add a Int b) = b
Porém, ao adicionarmos a seguinte defini¢ao:
m = show n

ocorrerd um erro de tipo, alertando que nao existem instancias que satisfacam as res-

tricoes:
Add Int Int a, Add a Int b

Isto ocorre porqué nao ha uma maneira de especializar a variavel de tipo a que esta
presente nas restrigoes e nao no tipo de n. Ja que tanto x, y e z sao do tipo Int e
existe a instancia Add Int Int Int pode-se conjecturar que o tipo de n serda Int. Ao
anotarmos n com o tipo Int obtemos o mesmo erro de tipo afirmando que as restrigoes
Add Int Int a, Add a Int Int nao podem ser satisfeitas.

E possivel contornar este problema com a utilizacdo de dependéncias funcionais

[Jones, 2000]. A idéia é declarar explicitamente uma relagdo de dependéncia entre os
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parametros da classe. Utilizando dependéncias funcionais, a classe Add poderia ser

definida como:
Add abr | ab — r where ...

A expressao a b — r significa que os tipos para os quais sao instanciadas as
varidveis a e b devem identificar para qual tipo a variavel r deve ser instanciada.
Dependéncias funcionais restringem as possiveis instancias que um programador pode
declarar para uma certa classe de tipos, do mesmo modo que classes de tipos sao
usadas para restringir os possiveis valores para os quais variaveis de tipo podem ser
instanciadas em tipos polimorficos. Com isso, a dependéncia funcional a b — r na

classe Add impede a defini¢ao das seguintes instancias:

instance Add Int Int Int where
instance Add Int Int Float where

Isso ocorre porque os tipos correspondentes as variaveis a e b nao determinam
univocamente o tipo correspondente a variavel r. Nestas duas instancias, as variaveis a
e b sao instanciadas para o tipo Int, o que nao determina o tipo para o qual a variavel
r pode ser instanciada, uma vez que r pode ser instanciada como Int ou Float. Para
contornar este problema, uma destas instancias tem que ser removida.

Dependéncias funcionais permitem ao programador exercer algum controle sobre
o processo de inferéncia de tipos, pois esta extensao permite a especializacao de tipos
inferidos, com base nas dependéncias funcionais declaradas pelo programador. Porém,
o uso inadequado deste recurso pode levar a comportamentos inesperados, como por e-
xemplo & nao terminagao do processo de inferéncia [Sulzmann et al., 2006a]. O proximo

exemplo ilustra essa situagao.

Exemplo 7. Considere o trecho de codigo apresentado na Figura

class Mult abc | ab — c
(¥) :: a—=Db—c

type Vector b = [b]

instance Mult a b ¢ = Mult a (Vector b) (Vector c) where

fbxy=if b then (%) x [y] else y

Figura 3.7. Cédigo que causa nao terminagao da inferéncia de tipos
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Como £ utiliza o simbolo sobrecarregado (*) em sua defini¢ao, o tipo de f possui

a restricao:
Mult a (Vector b) b
Porém, a dependéncia a b — c e a instancia:
instance Mult a b ¢ = Mult a (Vector b) (Vector c)
fazem com que tenhamos que b = Vector c para algum c. Aplicando a substituicao:
S={ Db — Vector ¢ }
sobre a restricao Mult a (Vector b) b obtemos:
Mult a (Vector (Vector c)) (Vector c)

que pode ser simplificada para Mult a (Vector c¢) c usando a instancia declarada no
trecho de codigo da Figura [3.7 Mas, a restricdo Mult a (Vector c) c é idéntica a
Mult a (Vector b) b a menos do renomeamento de variaveis, o que faz o algoritmo

de inferéncia nao terminar.

Na Secao [3.5.2] sao apresentadas restrigdes que podem ser usadas para garantir

a corretude e terminacao do algoritmo de inferéncia.

3.5.2 Verificacao e Inferéncia de Tipos

Conforme apresentado anteriormente, dependéncias funcionais sao utilizadas para: res-
tringir o conjunto de possiveis instancias de uma classe de tipos com multiplos para-
metros e especializagao de tipos durante o processo de inferéncia. Nesta se¢ao apresen-
taremos, de maneira suscinta, como dependéncias funcionais sao utilizadas por compi-

ladores Haskell no processo de verificacao e inferéncia de tipos.

3.5.2.1 Restricoes para Garantir Corretude e Terminacao

Primeiramente, sao impostas algumas restri¢oes sobre o formato de classes e instancias:

e Seja P um contexto presente em uma classe ou instancia. Para cada restrigao
Cm e P temos que iz deve ser formado apenas por variaveis de tipo e todas estas

devem ser distintas.

e Em uma declaragao de instancia instance P = C @ where..., pelo menos

um dos tipos p; € @I, 1 <14 < ||, ndo deve ser uma variavel de tipo.
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e Instancias nao devem ser sobrepostas. Isto é, para quaisquer duas instancias:

instance P, = C [ where...

instance P, = C sy where...

nao existe uma substitui¢ao S tal que Sy = STs.

Além destas restrigoes sobre classes e instancias, [Jones, 2000] introduz restrigoes

sobre a definicao de dependéncias funcionais:

e Consisténcia: Considere a seguinte declaracao de classe C e as seguintes decla-

ragoes de duas instancias para esta classe:
class P= Ca | fdy,...,fd,

instance P, = C ji; where...

instance P, = C [ where...

Para cada dependéncia funcional fd;, 1 < i < n, da forma a1, ..., ;. — 4,

temos que a seguinte condigao deve ser verdadeira para toda substituicao S:
S{ttins o i} = Sy s iy = S puo = S pig

onde f1; = {/fJi()a/uLil, ey ,uz'k} € iy = {/’L;OJ /%17 7“2]@}

° Coberturaﬂ Considere a seguinte declaracao da classe C, e uma instancia qual-

quer dessa classe:
class P= Ca | fdy,...,fd,
instance P, = C [ where...

Para cada dependéncia funcional fd;, 1 < i <n, da forma a1, ..., ;. — @0, deve

ser verdade que:
tv(pio) € to(pit, -y fak)

onde i1 = {fti0, fhit, -5 fhik }-
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class Mult a b c | a b = c where

(x) :: a—=>b —c
instance Mult Int Float Float where ... -- (1)
instance Num a = Mult Int a Int where ... -- (2)

Figura 3.8. Exemplo de instancias que violam a restrigao de consisténcia

A restricao de consisténcia é utilizada para evitar declaragoes de instancias inconsis-
tentes, como o exemplo de codigo da Figura a seguir. Neste exemplo temos que a
substituigao S = {a — Float} viola a condigao de consisténcia, uma vez que ao apli-
carmos esta substituicao a cada uma das instancias da Figura [3.8[ obtemos: Mult Int
Float Float e Mult Int Float Int, o que viola a dependéncia funcional a b — ¢
especificada na declaracao da classe Mult.

A restricao de cobertura garante que o dominio de uma dependéncia determina
complementamente a imagem desta. Se «;1, ..., ;. — a;p ¢ uma dependéncia funcio-
nal, o conjunto {1, ..., a;} € o dominio desta dependéncia e {a;} é a sua imagem.

Considere, como exemplo, o trecho de codigo da Figura 3.9

class Mult a b c | a b = ¢ where
(*) :: a—=b—=c

instance Mult a b ¢ = Mult a (Vector b) (Vector c) where

Figura 3.9. Exemplo de instancia que viola a condigdo de cobertura

Suponha que os dois primeiros parametros da classe Mult sejam instanciados para
Int e Vector Int. Tal instanciacao nao determina obrigatoriamente um valor para
a variavel c, ja que {c} Z tv({a, Vector b}). A violagdo da condigao de cobertura
por uma declaracao de instancia acarreta nao terminacao do algoritmo de verificacao
/ inferéncia de tipos [Sulzmann et al., 2006a].

As restrigoes acima nao sao suficientes para garantir que o processo de inferéncia

de tipos seja correto. Além destas, faz-se necessaria a seguinte restrigao:

e Condicao sobre Variaveis Ligadas: Para cada declaracao de classe

class P= Ca | fdy,...,fd,

9do inglés: Cowverage.
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deve ser verdade que tv(P) C @ e para cada instancia
instance P, = C [ where ...

deve ser verdade que tv(P;) C to(fi).

As trés restrigoes (consisténcia, cobertura e variaveis ligadas) garantem a corre-
tude e terminacao do processo de inferéncia de tipos. A prova desta afirmacgao esta

fora do escopo deste trabalho, mas pode ser encontrada em [Sulzmann et al., 2006a].

3.5.2.2 Detecciao de Ambiguidade

Como definido na Segao [3.3] uma expressao e é dita ser semanticamente ambigua
se duas ou mais denotagoes distintas podem ser obtidas para ela, usando deriva-
¢oes distintas de um mesmo tipo para a expressao [Mitchell, 1996]. De acordo com
a definicao da linguagem Haskell, um tipo Va. P = 7 é considerado ambiguo se
Jvw € (tv(P)Na) Av & tu(r) [Jones, 2002].

Para apresentar como é feita a deteccao de ambiguidade utilizando dependéncias
funcionais, primeiramente precisamos introduzir a seguinte defini¢ao. Seja ' um con-
junto de dependéncias funcionais e J C I um conjunto de indices. O fechamento de J

com respeito a F, J;, é definido como o menor conjunto tal que (onde X = {ay, ..., a,, }
eY ={ap}):

o JCJS
V(X 5 Y)e F.XCJf =Y CJS

Intutivamente, J;: é o conjunto de indices univocamente determinado pelos indices
i € J ou pelas dependéncias (X — Y) € F. A partir desta defini¢do podemos definir
como ¢é feita a deteccao de ambigiiidade utilizando dependéncias funcionais. O tipo
Va.P = 7 é considerado ambiguo se Jv.v € (tv(P)Na@) Av & (to(r))f,, onde Fp
¢ definido como: Fp = {tv(fiy) — tv(fiy) | (C @) € PAN(X = Y) € Fo}, Fo =
{fdi, ..., fd,} € o conjunto de dependéncias funcionais da classe C e iy representa a

projecad'’ da sequéncia 7z sobre X.

Exemplo 8. Considere o seguinte trecho de programa:
De acordo com a definicao da linguagem Haskell, o tipo da funcao h é ambiguo

uma vez que:

OIntuitivamente, a projecio de uma sequéncia sobre um conjunto X C I, em que I é o conjunto de
indices que representam os parametros de uma classe, nada mais é que a sequéncia dos componentes
de 1t correspondentes aos indices em X.
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class C a b | a = b where
c:: a—»>

h :: (Cab, EQb) = a — Bool
hx = (c x) == (c %)

Figura 3.10. Trecho de c6digo contendo um tipo nao ambiguo.

b e tv({C a b, Eq b}) A b ¢ tv(a — Bool)

Porém, de acordo com as definigdes desta se¢ao, o tipo de h nao é ambiguo [Jones, 2000].

Para entender o porqué, considere o conjunto de restri¢oes sobre o tipo de h:
P={C ab, Eq b}
Informalmente, o tipo
V ab.(Cab, EQb) = a — Bool

serd ambiguo se existir uma variavel que seja universalmente quantificada e pertenga
as restrigoes presentes em P e nao esteja contida no fechamento das variaveis do tipo
simples 7 = a — Bool com respeito ao conjunto de dependéncias Fic b, 5q b}- A

partir das defini¢oes anteriores, temos que o conjunto Fic a v, gq b} Sera igual a:

Ficaw, Eqb}:{a — b}
e o fechamento deste sobre as variaveis de tipo de 7 = a — Bool é:
(¥, o = {20}
Entao de acordo com [Jones, 2000], o tipo
V ab.(Cab, EQb) = a — Bool
serd ambiguo se:
Fvw e (tw(P)na)Av ¢ (tu(r))f,

mas:

e P={C a b, Eq b}, e temos entao que tv(P) = {a,b}.

e Como 7 = a — Bool, temos que tv(1) = {a} e que {a}JFF{c womey = {a,b}.

Conclui-se que tv(P) = {a}fm{Cab sy © Portanto, de acordo com a defini¢ao de

[Jones, 2000], o tipo de h nao é ambiguo.
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3.5.2.3 Especializacao de Tipos

Uma dependéncia funcional pode ser utilizada de duas maneiras para especializar tipos

inferidos [Jones, 2000]. Seja C' uma classe e X — Y € F(, entao:

1. Suponha um tipo com duas restricoes C'7iy € C'li5. Se 11y = Jizy entao [y deve

ser igual a gy .

2. Suponha que seja inferido um tipo com uma restricao C'i; e que exista uma

instancia:
instance P = (Ci; where

Se Ti1 y = S iz x, para alguma substituigao S, entao i1y e S fizy devem ser iguais.

Em ambos os casos, pode-se usar unificagao para garantir que as igualdades cita-
das sejam satisfeitas. Se a unificacao falha, entao pode-se concluir que um erro de tipo
foi encontrado. Caso contrério, é obtida uma substituicao que pode ser utilizada para
especializar os tipos inferidos. Estas duas regras para especializacao de tipos podem ser
aplicadas repetidamente durante o processo de inferéncia enquanto houverem oportu-

nidades para especializa¢ao dos tipos inferidos [Jones, 2000], [Jones & Diatchki, 2009].

Exemplo 9. Considere o seguinte trecho de programa:

class Mult a b c | a b — ¢ where

(.x.) :: a—=b—=c
instance Mult Matrix Matrix Matrix -- (1)
instance Mult Matrix Vector Matrix -- (2)
ml, m2, m3 :: Matrix

-- definition of ml, m2 and m3

m= (ml .*x. m2) .*. m3
O tipo de m é:
(Mult Matrix Matrix a, Mult a Matrix b) = b

que pode ser especializado para Matrix utilizando a dependéncia funcional a b — ¢

conforme a seguir. De acordo com a regra 2, primeiramente devemos obter a projecao
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dos tipos da restricao Mult Matrix Matrix a com respeito ao dominio da dependéncia

funcional na declaracao da classe Mult. Essa projecao é dada por:
{Matrix,Matrix,a}(sp = {Matrix,Matrix}

que ¢é idéntica a projegao da declaracdo de instancia (1). Logo, temos que os tipos
correspondentes & projecao com respeito a imagem dessa dependéncia funcional de-
vem ser iguais. Desta maneira, temos que a variavel de tipo a ¢é instanciada para o
tipo Matrix, resolvendo a restri¢ao Mult Matrix Matrix a. A especializacao de Mult

Matrix Matrix bl é feita de maneira similar.

3.6 Familias de Tipos

3.6.1 Introducao

Algumas linguagens experimentais, como ATS [Chen & Xi, 2005], Cayenne
[Augustsson, 1998| e Chamaleon [Sulzmann et al., 2006¢|, permitem ao programador
definir varias formas de fungoes de tipos e escrever programas completos no nivel de ti-
pos. Em Haskell, duas extensoes ao sistema de tipos permitem expressar computacoes
no nivel de tipoﬂ dependéncias funcionais e familias de tipos.

Familias indexadas de tipos, ou simplesmente familias de tipos, sao uma extensao
ao sistema de tipos de Haskell que permite a sobrecarga de tipos de dados, isto é, fami-
lias permitem a sobrecarga de tipos de dados da mesma maneira que classes permitem

a sobrecarga de fungoes [Chakravarty et al., 2005b|, [Chakravarty et al., 2005a].

O conceito de familia de tipo pode ser definido formalmente como uma funcao
parcial no nivel de tipos, permitindo assim que um programa determine, em tempo
de execugao, quais sao seus construtores de dados ao invés de fixa-los estaticamente.
Como um primeiro exemplo, considere uma defini¢ao de uma familia para representar
mapeamentos finitos, analoga a uma definicao de classe de tipo convencional, exceto
pela presenca de uma familia de tipos associada: data GMap k :: * — *. Observe
que esta declaracdao define um nome para esta familia (GMap), uma variavel de tipos
(k) e o respectivo kmd‘r_gl de GMap k.

1 Observe que essa restricao ¢ obtida a partir de Mult a Matrix b instanciando a variivel de tipo
a para Matrix.

12do inglés: Type level

13 Kinds classificam tipos da mesma maneira que tipos classificam valores. O kind * ¢ dito ser o
kind de tipos. Entao, * — * é o kind de func¢bes que mapeiam um tipo em outro.
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class GMapKey k where

data GMap k :: * — x*

empty :: GMap k v

lookup :: k — GMap k v — Maybe v
insert :: k — v — GMap k v.— GMap k v

Figura 3.11. Definigdo de mapeamentos finitos usando familias de tipos.

Cabe ressaltar que a familia GMap utiliza como parametro a mesma variavel que
é utilizada pela classe de tipos na qual esta familia foi definida e, portanto, todas as
instancias da familia e da classe devem possuir como primeiro parametro o mesmo tipo.
Como exemplo de uma instancia, considere uma implementacao que usa como chave

do mapeamento um valor inteiro:

instance GMapKey Int where
data GMap Int v = GMapInt (Data.IntMap.IntMap v)
empty = GMapInt Data.IntMap.empty
lookup k (GMapInt m) = Data.IntMap.lookup k m
insert k v (GMapInt m) = GMapInt (Data.IntMap.insert k v m)

Figura 3.12. Uma instancia de Familia Associada de Tipos.

Na instancia definida na Figura temos que a familia GMap: :* — * — *E]é
instanciada com os parametros Int, que coincide com o parametro da classe, e a variavel
v, criando o construtor de dados GMapInt :: IntMap v — GMap Int v, que pode
ser utilizado para definir fungoes por casamento de padrao, como, por exemplo, as
fungoes lookup e insert, na mesma figura.

Em [Jones, 2000], um dos exemplos para motivar a utilizagdo de dependéncias
funcionais é a definicao de uma classe de tipos para representar operagoes sobre co-
le¢oes. Este mesmo exemplo, utilizando familias de tipos, é apresentado na Figura
[B.13

Na Figura [3.13] ¢ definida uma familia de tipos que relaciona tipos de colegbes
(representadas pela variavel de tipos ¢) com o tipo dos elementos desta cole¢ao. A
instancia para a familia Elem c, apresentada na Figura [3.13] mostra que, se o tipo da
colecao é [e], entao o tipo dos seus elementos é Elem [e] = e. Agora, considere a

seguinte fun¢ao ins:

ins x ¢ = insert x (insert ’y’ c)

14Se GMap k possui kind * — *, temos necessariamente que a variavel k possui kind * e o construtor
de tipos GMap possui, entao, kind * — * — *.
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type family Elem c
class Collects c where

empty :: ¢
insert :: Elem c — ¢ — c
member :: ¢ — [Elem c]

type instance Elem [e] = e
instance Eq (Elem c) = Collects [c] where ...

Figura 3.13. Definindo colegoes genéricas usando Familias de Tipos.

e o respectivo tipo inferido para ela:

ins :: (Collects c, Elem ¢ ~ Char) = Elem ¢ — ¢ — ¢

Esta funcao realiza a inser¢cao de um valor x em uma cole¢ao c, logo depois da in-
ser¢ao do caractere ’y’ nesta mesma colegao. Isso restringe as possiveis instancias
da familia Elem, para que estas sejam iguais a Char, o que é representado no tipo de
ins como Elem c¢ ~ Char. Tal restricao é denominada restricao de igualdade de tipos
[Sulzmann et al., 2007, [Schrijvers et al., 2008]. Restrigoes de igualdade, cuja forma ge-
ral é t; ~ ty — que representa que o tipo t; deve ser igual a t5 — podem aparecer nos
mesmos pontos da sintaxe que restricoes de classe. Portanto, a utilizacao de familias
de tipos requer o acréscimo desse novo tipo de restrigoes a linguagem.

Familias sdo uma extensao proposta recentemente [Schrijvers et al., 2008|, que
visa oferecer as mesmas funcionalidades de dependéncias funcionais, utilizando uma
notagao “funcional” [Chakravarty et al., 2005b].

O principal problema desta abordagem é a introducao de restrigdes de igual-
dade de tipos, que implicam em uma série de dificuldades para a implementacao
de um algoritmo de satisfazibilidade de restrigoes para uma relacao de equivaléncia
[Jones & Diatchki, 2008|. Como exemplo dos possiveis problemas causados por restri-
¢oes de igualdade, suponha que durante o processo de inferéncia a seguinte restricao

seja obtida:
Fa~G (F a
onde F e G sao duas familias de um tnico parametro. Como o operador ~ representa

a igualdade entre tipos, podemos substituir F a por G (F a) em G (F a), resultando

em G (G (F a)), o que pode levar a nao terminacao do algoritmo de satisfazibilidade.
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Outro problema relacionado as restricoes de igualdade é que estas ainda nao
estao totalmente implementadas na versdo atual do compilador GHC (versao 6.12.3).

A seguinte declaracao de classe:

class (F a~Db) = C a b where
type F a

é rejeitada pelo compilador, que fornece uma mensagem de erro afirmando que nao
prové suporte a restricoes de igualdade em contextos de classes. A utilidade de res-
tricoes de igualdade em contextos de classes é permitir a conversao direta de clas-
ses que utilizem dependéncias funcionais para classes que utilizem familias de tipos
[Jones & Diatchki, 2008]. O trecho de codigo anterior ¢ equivalente a seguinte classe

utilizando dependéncias funcionais:
class Cab | a — b where ...

[sao ocorre porque a restriao de igualdade (F a ~ b) em conjunto com a familia
associada (F a), for¢a que toda insténcia da classe C possua uma instancia desta familia
que satisfaga a restrigao de igualdade especificada. Se a familia (F a) deve ser igual a
b, temos que o valor da variavel de tipo a determina o valor de b, exatamente como a
declaragao da dependéncia funcional (a — b).

Na Secao sao apresentadas restricoes impostas sobre a utilizagao de familias

de tipos para garantir a terminacao do processo de inferéncia.

3.6.2 Verificacao e Inferéncia de Tipos

Conforme apresentado na secao anterior, familias de tipos sao uma extensao recente
ao sistema de tipos de Haskell, como uma alternativa ao mecanismo de dependéncias
funcionais para uso de classes com miltiplos parametros, e para desenvolvimento de
programas em nivel de tipos{T_SI e uso dos chamados tipos de dados algébricos generaliza-
dod™] Esta secdo apresenta, informalmente, como familias e restri¢oes de igualdade de

tipos sao utilizadas durante o processo de verificagao / inferéncia de tipos para Haskell.

3.6.2.1 RestricGes para Definicido de Familias de Tipos

Na Segao motivamos, de maneira breve, a necessidade de impor restrigoes sobre
a definicao de familias de tipos para garantir a terminacao do algoritmo de inferéncia.

Em [Schrijvers et al., 200§, ¢ definido como representar instancias de familias de tipos

15do inglés: Type-level programs.
16do inglés: Generalized Algebraic Data Types.
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como um sistema de reescrita de termos confluente e que termina para todas as en-
tradas |[Baader & Nipkow, 1998|, desde que todas as instancias atendam as seguintes

restrigoes:

e As cabecas de instancias de uma familia ndo devem ser sobrepostas. Na de-
claracao de uma instancia, denomina-se cabeca a parte da definicdo que esté a

w_n

esquerda do simbolo e corpo da instancia a parte que estda do lado direito.

Por exemplo, considere a seguinte instancia de uma familia F:
type instance F [a] k = (a,k)

Nesse exemplo, a cabeca da declaracao é F [a] k e o corpo é (a,k).

e O corpo de uma instancia de uma familia de tipos nao deve possuir aplicacoes de
familias aninhadas. Observe que com esta restricao, nao é possivel definir, por

exemplo, a seguinte instancia (onde G é uma familia de tipos):
type instance F a = G (F a)

Essa definicao leva a nao terminacao do sistema de reescrita associado, uma vez

que ¢é gerada a igualdade F a ~ G (F a).

3.6.2.2 Inferéncia de Tipos

Considere o problema de realizar inferéncia de tipos para um programa (envolvendo
familias de tipos), o qual nao possui qualquer anotacao de tipos.

De acordo com [Schrijvers et al., 2008], o algoritmo para inferéncia de tipos en-
volvendo familias de tipos é simples, sendo necessaria apenas uma adequacgao da uni-
ficacao, que deve mormalizar os tipos a serem unificados. Porém, deve-se ter certo
cuidado ao realizar a unificagao, para evitar que a normalizacao de tipos envolvendo

familias produza resultados inesperados. Por exemplo, considere a seguinte expressao:
A ¢ — (insert ‘x’ c, length c)
onde insert (definida na Figura e length possuem os seguintes tipos:
insert :: Collects ¢ = Elemc - ¢ — ¢

length :: [a] — Int
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Para inferir o tipo de A ¢ — (insert ‘x’ c, length c), inicialmente atribui-se
uma nova variavel de tipo « para c. A chamada da funcao insert faz o algoritmo
unificar o tipo Char (tipo do parametro *x’) com o tipo do primeiro parametro desta
fungao (Elem «), o que produz a restri¢do Elem a~Char. Se neste ponto tentarmos
normalizar o tipo Elem « nao obteremos resultado algum, uma vez que nao sabemos
que tipo é representado pela variavel . Mas, posteriormente, temos que a chamada

length c forca a variavel a a ser unificada com [$]. Com isso temos que a restrigao
Elem « ~Char
passa a ser igual a Elem [3] ~ Char. Pela instancia (definida na Figura :
type instance Elem [e] = e

temos que a restricao anterior pode ser simplificada para:  ~Char e com isso, o tipo

da expressao A ¢ — (insert ‘x’ c, length c) ¢é inferido como:
String — (String, Int)

ja& que o tipo de insert é especializado para Char — String — String, devido a

restricao de igualdade Elem « ~ Char e a instancia definida para a familia Elem.

3.6.2.3 Verificacdo de Tipos

Segundo [Schrijvers et al., 2008| os maiores problemas relativos a utilizagao de familias
de tipos ocorrem na verificagao de tipos. Estas dificuldades sao decorrentes da interacao
entre instancias de familias de tipos, anotagoes de tipos (com restrigoes de igualdade)
fornecidas pelo programador e casamento de padroes sobre tipos de dados algébricos
generalizados.

Conforme citado anteriormente, instancias de familias podem ser utilizadas como
regras para a reescrita de restricoes de igualdade de tipos. Restricoes de igualdade
de tipos sao introduzidas por anotagoes de tipos fornecidas pelo programador e por
casamento de padrao sobre tipos de dados algébricos generalizados, a partir de um
conjunto de regras de reescrita que sao geradas pelas instancias das familias de tipo em
questao. O problema de verificacao de tipos consiste entao em determinar uma solugao
para um conjunto de restricoes de igualdade de tipos. Como este problema nao esté
relacionado diretamente a utilizagao de classes de tipos com miiltiplos parametros, nao

daremos maiores detalhes, pois este problemas esta fora do escopo deste trabalho.
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3.7 O Dilema dos Projetistas de Haskell

Um dos temas mais debatidos no processo de padronizacao de uma nova especificacao
de Haskell é a adocao de classes de tipos com multiplos parametros. Acredita-se que
para isso é necessario adotar uma extensao que permita a utilizacao dessas classes
[Committee, 2012]. Até o presente momento, dependéncias funcionais e familias de
tipos tém sido utilizadas para definir classes de multiplos parametros, o que motiva a

seguinte pergunta:

A proxima especificacao de Haskell deve adotar, como padrao, dependéncias fun-

cionais ou familias de tipos?

Parece haver um consenso de que nao é necesséario prover suporte a essas duas exten-
soes. Dependéncias funcionais possuem a vantagem de ja serem utilizadas em diversas
implementagoes. Por sua vez, ainda nao se tem idéia da expressividade de familias de

tipos. O que leva a seguinte questao:
Familias de tipos e dependéncias funcionais possuem expressividade equivalente?

Em [Chakravarty et al., 2005a] é apresentado um argumento informal de que ambas
as extensoes possuem a mesma expressividade. Mas, como tal afirmativa ainda nao
possui uma prova formal e ambas introduzem problemas ao ja complexo sistema de

tipos de Haskell, o dilema até o presente momento permanece sem solugao.

3.8 Problemas da Abordagem Usada por Haskell

Para Sobrecarga

Os principais problemas da abordagem usada por Haskell para sobrecarga sao os se-

guintes:

e Em Haskell o conceito de ambiguidade é definido como uma propriedade sin-
tatica de tipos, o que entra em conflito com a definicdo padrao deste conceito,

apresentada na Secao [3.3]

e A declaracao de classes de tipos é obrigatoria, ou seja, o tipo de simbolos so-
brecarregados tem que ser explicitamente definido pelo programador. Isso entra
em conflito com a idéia do mecanismo de inferéncia de tipos, de que tipos nao

precisam ser obrigatoriamente anotados.
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e A declaragao de classes de tipos envolve uma tarefa que nao é relacionada com o
reuso obtido por meio do polifmorfismo de sobrecarga: a de agrupar logicamente

nomes em uma mesma construcao da linguagem.

e Para qualquer nova definicao de qualquer simbolo sobrecarregado o tipo desta
nova implementagao deve ser uma instancia do tipo declarado em sua declaragao

de classe, ou esta deve ser modificada.

3.9 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas as principais caracteristicas de Haskell para o su-
porte a sobrecarga. Apresentamos os problemas relacionados a ambiguidade, introduzi-
dos por classes de tipos com multiplos parametros, e os principais trabalhos que propoe
alternativas que procuram resolver tais problemas. Para cada uma destas alternativas,
foram apresentados exemplos de utilizagao e foram descritas de maneira informal as
restricoes e os problemas decorrentes da adocao de cada uma.

No proximo capitulo, sao apresentados um sistema de tipos e um algoritmo de
inferéncia de tipos que constituem uma alternativa para suporte a adogao de classes com
miultiplos parametros. Este sistema nao adiciona nenhum mecanismo adicional para
suporte a classes com multiplos parametros e segue a definicao padrao de ambiguidade

usada na literatura.



Capitulo 4

Sistema de Tipos

4.1 Introducao

No Capitulo[3|foram apresentadas as principais caracteristicas da abordagem de Haskell
para sobrecarga e seus principais problemas. Neste capitulo ¢ apresentada a definicao
formal de um sistema de tipos que visa solucionar, de maneira simples, o principal
problema relacionado a adogao de classes de tipos com miltiplos parametros, a saber,

ambiguidade de expressoes.

Este capitulo é organizado da seguinte maneira. Primeiramente é formalizada a
sintaxe da linguagem nticleo considerada (Secao . Na Segao sao apresentadas
algumas propriedades de substituicoes. A Sec¢ao discorre sobre contextos de tipos,
a Secao sobre provabilidade de restrigoes e a Segao sobre ordens parciais sobre
tipos, substituigdes e contextos. A Segao [4.7] apresenta detalhes sobre o algoritmo
para satisfazibilidade de restrigoes. O algoritmo para redugao de contextos (context
reduction) é apresentado na Segao e a Segéo descreve a abordagem proposta para
especializacao de tipos inferidos. A Secao apresenta o sistema de tipos e a Secao
[4.11] seu algoritmo de inferéncia. A Segao descreve o problema de incompletude
do algoritmo de inferéncia apresentado na Secao [4.11] em relagao ao sistema de tipos
descrito na Segao e apresenta uma definicao alternativa do sistema de tipos que
permite-nos demonstrar corretude e completude do algoritmo em relagao ao sistema
de tipos. Na Segao [4.13] ¢ apresentada uma semantica coerente, definida por indugao
sobre as derivagoes do sistema de tipos proposto na Se¢ao [£.12] Finalmente, a Secao

[4.14] descreve, de maneira sucinta, a implementagao do algoritmo de inferéncia.

45
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4.2 Sintaxe

4.2.1 Termos

A sintaxe dos termos da linguagem nucleo é a mesma de core-ML [Milner, 1978
Damas & Milner, 1982], mas chamaremos esta linguagem de core-Haskell, para en-
fatizar a existéncia de um contexto global, que possui todas as defini¢oes de classes e
instancias (maiores detalhes na Segao [1.4)).
Os termos da linguagem sao definidos pela seguinte gramatica:
Variaveis x
Expressbes e 1= x| Ar.e|ee|letz=ecine

Figura 4.1. Sintaxe livre de contexto de core-Haskell.

4.2.2 Sintaxe de Tipos e Kinds

Tipos e kinds sdo expressos utilizando a seguinte gramética (onde o uso de metavaria-

veis é também indicado):

Kind keK =%|k—=FK

Expressao de Tipo Simples pu € T s=a | T | py po

Tipo Simples T = u*

Restrigao T =0n

Tipos o n=7|P =T1|Va.P =71

Nome de Classe CecC Construtor de Tipos T eTC
Variavel de Tipo a, eV Conjunto de Restricoes P, Q)

Figura 4.2. Sintaxe livre de contexto de tipos

Cabe ressaltar que o nome varidvel de tipo é usado por simplicidade. Na verdade,

trata-se de variavel de expressao de tipo.

4.2.2.1 Tipos Simples e Kinds

Um kind é uma propriedade de expressoes de tipos simples. Os valores de kind de
varidveis de tipo e o de construtores de tipo sao dados, respectivamente, pelas funcoes
kindy : V — K e kindpc : TC — K. Estas fungoes induzem familias indexadas por

kind de variaveis de tipo e de construtores, especificadas da seguinte maneira:
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V¥ = {a € V]kindy(a) =k}
TC* = {T € TC|kindpc(T) = k}

Utilizamos um indice superior k£ para identificar o kind de varidveis de tipo e constru-

tores:

of ¢ VvV
T ¢ TC*

O kind de expressoes de tipo é dado pela funcao parcial kindt : T— K, definida

CcOomao:

k

kE set=afFour=TF

kindy(7) = { ' ,
k seT =17, kindr(n) =k — ke kindp(rz) = K

Consideramos que o conjunto de tipos T inclui somente expressoes de tipo bem forma-
das, isto é, aquelas que tém um kind definido. Por definicao, o kind de tipos simples é
igual a *.

Como usual, expressoes de tipo e de kind que envolvem o construtor (—) sao
escritas de forma infixa.

A notagao [7] é usada para expressar a aplicagdo do construtor de listas (que
possui kind x — x) ao tipo 7.

O conjunto de variaveis de uma expressao de tipo simples é dado pela fungao tv

: T— P(V), definida como:

{a} se u = q, para algum o € V
to(p) =< 0 seu="T, para algum 7' € TC
to(pn) U to(pe) se pp = pu pio

Esta operacao pode ser utilizada para denotar a familia de varidveis de um conjunto J

de expressoes de tipo:
to(J) = U{tv(p) [ 1 € I}

4.2.2.2 Restricoes de Classe

Conforme apresentado na Secao tipos polimoérficos em Haskell podem conter restri-
¢oes, que limitam as possiveis instanciagoes de variaveis quantificadas neste tipo. Uma
restricao m da forma C'fi, é tal que cada tipo simples em 71 corresponde ao paradmetro
da classe de mesma ordem na sequéncia (se i = p1, ..., i, entdo py corresponde ao

primeiro parametro, ps ao 2° parametro, ..., e ji,, ao n-ésimo parametro da classe C).
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O conjunto de variaveis de tipos de uma restricao m = C' iz é dado por:

to(m) = tv(f)

Esta fungao pode ser estendida para conjuntos de restrigoes P de maneira simples:
t(P) = U<i<, tv(pi) para P = {Cy fin, ..., Cy, T}, n >0

4.2.2.3 Tipos

Uma expressao ¢ = Va.P = 7 denota um tipo, onde @ denota uma sequéncia,
possivelmente vazia, de elementos do conjunto {aq,...c,}. Se P = (), dizemos que
este é um tipo irrestrito, caso contrario dizemos que é um tipo com restricoes. Caso
a = 0, dizemos que este ¢ um tipo monomorfico, caso contrario dizemos que é um
tipo polimorfico. As seguintes abreviacoes sao usadas: Va. 7, quando P = 0; P = 7,
quando @ =@ e 7, quando P = a = ().

O conjunto de varidveis livres de um tipo é definido como:
to(Va.P = 1) = (tv(P) U tv(r)) — @

Novamente, esta funcao pode ser estendida para conjuntos de tipos de maneira

trivial:

t(X) = U{to(0) | o € X}

4.3 Substituicoes

Uma substituicao S é uma fungao de variaveis de tipo para expressoes de tipo. Repre-
sentamos a substituicao identidade por d.
Define-se o dominio de uma substitui¢do S, dom(S), como o conjunto de variaveis

a € V para as quais S(«) ¢ distinto de «, isto é:
dom(S) ={a|S(a) # o}

Neste trabalho consideramos apenas substitui¢oes S para as quais o conjunto

dom(.S) é finito, e tais que S preserva o kind das variaveis, i.e., para toda variavel «,
S(ak) e T*.
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A notagdo [ > f1, ..., > [y, Paran > leq; #a;paral <i<j<n

denota a substituicao S definida como:

S(@):{Mz Se & = ¢y

o caso contrario

Utilizamos a notagao [a@ [i] para representar [y — fi1, ..., Oy —> [y

Substitui¢oes podem ser estendidas de maneira imediata para restrigoes (S ),
conjuntos de restrigdes (S P), tipos restringidos (S(P = 7)) e conjuntos de tipos
restringidos, i.e. aplicando a substituicao a cada varidvel de tipo que aparece como

subtermo.

4.4 Contextos de Tipos

Um contexto de tipos contém informacoes sobre um programa, que podem ser utilizadas
pelas regras do sistema de tipos. Neste trabalho fazemos distingao entre dois contextos,

a saber:

e Contexto de tipos de variaveis: Representado pela metavaridvel I', consiste em
um conjunto de associagoes de nomes a tipos, denotadas por x : o, onde x é um

nome e o um tipo. Cada definicao de classe

class Va.P = Ca where

1 Ph=mn
T, P, =T,
introduz as seguintes associagoes de nomes a tipos em I': xz; :: o; onde 0; =

Va,. P U P, =1, eq =tvo(P U P, = 7;). Definimos I'(z) = osex:0 €T, e
dom(T)={z | z:0€T}.

e Contexto de restrigoes de classes e instancias: Representado pela metavariavel ©,
consiste em um par de conjuntos que contém, respectivamente, restrigoes corres-
pondentes a classes e instancias definidas em um programa. Denotamos por O
o contexto de classes de um programa, que é um conjunto de restricoes relativas

a definicoes de classes e ©"* o conjunto que contém restricoes de instincias.

Cada declaracao de classe

class Va.P = (@& where. ..
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introduz uma restricao de classe Va.P = Ca em ©%. Adicionalmente, defini-
mos O(C) =Va.P = Ca.

Cada instancia:
instance P = C' where. ..

introduz uma restri¢ao de instincia Va.P = Cf no conjunto de restrigdes de
instancias ©*. Denotaremos por ©™*(C') o conjunto de restrigoes de instancias

definidas para uma classe C'

O contexto de tipos do escopo mais externo de um programa (escopo global) é formado

pelos dois contextos de restricoes, de classes e de instancias.

4.5 Provabilidade de Restricoes

Um problema central em sistemas de tipos para Haskell é determinar quando uma
restricao presente em um tipo é provavel. A nocao de provabilidade de restrigoes é for-
malizada por uma relacao entre conjuntos de restricoes. Neste trabalho, consideremos
uma defini¢do de provabilidade & apresentada em [Jones, 1995a].

Dizemos que um conjunto de restricoes () é provével a partir de outro conjunto
de restricoes P, utilizando a informacao contida no contexto ©, se é possivel provar
O, PIF Q. A definigao da rela¢ao de provabilidade é apresentada na Figura [4.3]

QCP . OPFQ 0QFQ.__  ©6PIFQ

AR _ ")’ ¥  Subs
6,PIFQ ©,PIFQ 0.5PFsq
(Va.P= Cpeo™C) = OPFP 0QFqQ
©,PIFCHu ©,P,QIFF,

@,P I Ca « S Ql VE.Q/ = Ca' = @CZS(C> Super

O,PIFx

Figura 4.3. Provabilidade de Restrigoes

As regras Mono, Trans e Subst representam 3 requisitos que toda relacao de pro-
vabilidade de restrigoes deve possuir: monotonicidade, transitividade e fechamento sob

substituigao [Jones, 1995a]. A regra Conj permite combinar a prova de dois conjuntos
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de restrigoes P e () em uma prova de P,Q (onde P,QQ = P U Q). A regra Inst
especifica que uma determinada restricao C'1w é provavel a partir de um conjunto de
restrigoes P se existe uma definicdo de instancia correspondente, isto é, (Va.P =
Cu) € ©7(C). Finalmente, a regra Super permite a provabilidade de restrigoes
utilizando-se informagao sobre a hierarquia de classes presente em ©. Uma restrigao
m = CTi; é provavel a partir de um conjunto P, se existir uma classe Va.Q)' = C'a’ tal

que C'@ ¢é provavel a partir de P e w € '.

Exemplo 10. A fim de exemplificar o uso dessas defini¢oes, considere © = (O¢, O;),
onde ©O¢ = {Va.Eq a} e ©; = {Eq Int,Va.Eq a = Eq [a]}. Temos que © IF

Eq [Int], como demonstrado pela seguinte derivagao:

Va.Eq a = Eq [a] € ©7%(Eq) -
Eq Int € ©"%(Eq) - O, Eqa IF Eq [a] S=[ar Int]
O I|F Eq Int ©, Eq Int Ik Eq [Int]
© IF Eq [Int]

st

A proxima secao define ordens parciais sobre tipos. Essencialmente, as defini¢oes
apresentadas sdo extensoes das relagdes de [Damas & Milner, 1982] de modo a levar

em consideracao a provabilidade de restrigoes.

4.6 Ordens Parciais

Esta secao define ordens parciais e seus semi-reticulados correspondentes
[Davey & Priestly, 1990] para expressoes de tipos. Tais defini¢oes serao utilizadas
no sistema de tipos da Figura |4.10] e para a demonstracao das propriedades de
uma fungao para computar a menor generalizacao comum de um conjunto de tipos
[Camarao & Figueiredo, 1999).

4.6.1 Expressoes de Tipos Simples
4.6.1.1 Pré-Ordem de Expressées de Tipos Simples

A relacao <1 é uma pré-ordem sobre o conjunto de expressoes de tipos simples, de
maneira que g <t g’ € definido como p' = S i, para algum S.
Se u <t ', @ = tv(u) e @ = tu(y'), dizemos que Va.u é mais geral do que

Va'. /', ou que é uma generalizacao de Va'.pu'.
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4.6.1.2 Equivaléncia Médulo Renomeacdo de Variaveis

A partir da pré-ordem <t podemos definir a relacao de equivaléncia =1, de maneira
que p =1 p' € definido como p <p ¢/ e p/ <1 p

Se u =7 1, dizemos que pu é equivalente a ' moédulo renomeagao de variaveis.

4.6.1.3 Ordem Parcial de Expressoes de Tipos Simples

Seja T= o conjunto de classes de equivaléncia de =p. Podemos estender a pré-ordem
=7 para uma ordem parcial sobre T=. Denotamos por [u]= a classe de equivaléncia
de uma expressao de tipo simples p modulo =1 ([u|= = {¢' | =1 1'}) e definimos a
ordem parcial <t de modo que [u]= <t [p/]= é definido como p =<1 i (veja Lema @
no Apéndice [Al).

O elemento [a], onde a é uma variavel de tipo qualquer, possui a propriedade de
ser o elemento minimo da ordem parcial, i.e. para todo pu, [o] <t [u]. Como qualquer
elemento de uma classe de equivaléncia pode ser usado para representar essa classe,
omitimos os colchetes e o sinal = quando nos referirmos a elementos de T—, escrevendo
w1 ao invés de [u|=, quando ficar claro pelo contexto se estamos nos referindo a [u] ou

a [ propriamente.

4.6.2 Ordem Parcial de Tipos

Seja > o conjunto os tipos e © um contexto global contendo informagoes sobre restrigoes
de classes e instancias. Podemos definir a ordem parcial <y sobre Y da seguinte
maneira: Sejam o1 = Vay. Pp = 7 e 0o = Vay. P, = 75. Definimos 07 <y 09 como
existe S = [ag = 1] tal que ©, P, I S Py e 4 = S 7. Nao mencionamos o contexto
© em <y, para nao sobrecarregar desnecessariamente a notagao.

Se 01 <y, 09 dizemos que o; é mais geral que 05, ou, de maneira equivalente, que
0o ¢ uma instancia de oq. Dizemos que dois tipos o1 e 05 sao equivalentes modulo

renomeamento de variaveis, o; =y, 09, se 07 <y, 09 € 09 <y, 07.

4.6.3 Ordem Parcial de Substituicoes

Seja S o conjunto de todas as substitui¢oes. Definimos a ordem parcial <g sobre S da
seguinte maneira: Sejam S; e Sy duas substitui¢goes quaisquer. Definimos 57 <g S, se
existe S’ tal que Sy = 5" 0 5.
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(@ F52ts P S

SEmpty

O === () {id}

O Fsats 1~ S,
S={5'S | S€Sy, S"€S;, O SP~ S}
O 1% 1 P~ S

SConj

A = sat(m, ©)
S={9'S | (S,Q,7') € A, 8" € Sy, © 2% Q ~» S}
@ '_Sa.ts {ﬂ-} A~ S

SInst

Figura 4.4. Algoritmo para Satisfazibilidade de Restrigoes

4.6.4 Ordem Parcial de Contextos de Tipos

Sejam I' e I dois contextos de tipos quaisquer e © o contexto global contendo infor-
macoes sobre simbolos sobrecarregados.Definimos uma ordem parcial sobre contextos

de tipos, <,, da seguinte maneira: I' <, I" se I'(z) <y I"(x), para todo = € dom(T").

4.7 Satisfazibilidade de Restricoes

O conjunto de restrigdes P em um tipo o0 = (V&@.P = 7) restringe o conjunto de tipos
para os quais ¢ pode ser instanciado em um dado contexto.

O conceito de satisfazibilidade de restri¢oes pode ser formalizado utilizando-se a
relagao de provabilidade. Dizemos que um conjunto de restricoes P é satisfazivel em

um contexto © se existe uma substituicao S tal que S P é provavel em O, isto é, se
eI SP.

A Figura 4.4 apresenta um algoritmo que, caso termine, retorna o conjunto de
substitui¢oes que satisfazem um dado conjunto de restricoes P. Uma vez que o pro-
blema de satisfazibilidade de um conjunto de restricoes em um contexto é indecidivel
[Volpano & Smith, 1991], o algoritmo da Figura pode nao terminar.

O algoritmo é definido como um conjunto de regras para da forma © 53t P ~; S,
onde S é o conjunto de substituigbes que satisfazem P em O. A seguinte fungao é

utilizada na defini¢ao do algoritmo de satisfazibilidade:
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sat(m,0) = {(Slwx), SP,m) | (Va. Py = m) € O,
S; = [a@+ B], B sdo novas variaveis
(P=7")=5 (P = m)
S = mgu(r=7')}

A funcao sat(m,©) retorna informagoes sobre as insténcias presentes em © que
unificam com a restricao m. Para cada uma dessas instancias, a fungao sat retorna
uma tripla constituida da substituicao obtida pela unificagao de m com esta instancia,

as restrigoes e a cabeca desta instancia.

A interpretacao das regras da Figura ¢ direta. A regra SEmpty especifica
que um conjunto vazio de restri¢oes é satisfeito pelo conjunto contendo uma apenas
a substituicao identidade, denotada por id. A regra SInst calcula o conjunto Sy de
substituicoes que satisfazem m, ou seja o conjunto de instancias Va. Py = mp € ©
tais que 7 unifica com 7y, e compoe essas substituigoes com aquelas que satisfazem
as restricoes introduzidas por estas instancias. Finalmente, a regra SConj lida com

conjuntos com mais de uma de restricao.
Os seguintes exemplos podem ajudar a esclarecer o comportamento do algoritmo.
Exemplo 11. Considere P = {Aab, Db} e
© = {AInt [Int], A Int [Booll,C Int,¥b.C'b = D [b] }

A satisfazibilidade de P em relagao © produz o seguinte conjunto de substituicoes S:

O 52t Aqb~s S,
S={5'S S €S, S €S1,0r2*= {S(Db)} ~ Si}

SConj
O Fs2ts Aab, {Db} ~ S
entao:
Ay ={(S1,0, A Int [Int] ), (S2, 0, A Int [Bool] )}
So={9"S |(S,Q,7') € Ay, S"€S,0F2= Q~ S} .
Inst

O kst Agb~» S

onde Sy = [a — Int, b— [Int]], Sy = [a — Int, b — [Booll].
Pela regra SConj, o conjunto de substitui¢des para Sy(D b) = D [Int] and
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So(D b) = D [Booll ¢ dado por:

Ay = {(Silp, {C Int}, D [b])}
St ={9'5[(5,Q,7) € Ay, §' €§,0 2= Q ~» §'}
© 525 D [Int] ~» S

SInst

onde S| = [by — Int], by & uma nova variavel, S|y = id, e

Ay = {(S3]p, {C Bool}, D [b])}
S?={9'5[(3,Q,7') € Ay, S €F,0 52t Q ~ §'}
© k52t D [Booll] ~ S?

SInst

onde Sy = [by — Bool], by ¢ uma nova variavel, S}|y = id. Now, S} = {id} and S? = 0.
Assim, temos que S = {5, }.

O proximo exemplo, retirado de [Camarao et al., 2004], ilustra a nao terminagao
do calculo da satisfazibilidade de um conjunto de restrigoes. Neste exemplo, a notagao

T? 7 abrevia T(T 7) e similarmente para indices maiores que 2.

Exemplo 12. Seja © = {Va,b.{C a b} = C (T? a) b} e considere a computagao
da satisfazibilidade de 7 = C a (T a) em relagdo a ©. Temos que 7 unifica com
a cabega da instancia Va,b. (C ab) = C (T? a) b, produzindo a substituigao S =
[a— T?ay, by — T3 ay]. Entao deve-se computar recursivamente a satisfazibilidade de
S(Cay b)) = Cay (T? ay). Mas este também unifica com Va,b. (C ab) = C (T? a) b,
produzindo Sy = [a; + (T? ay),by + (T3a; = T® ay)]. Entao, novamente, devemos
computar a satisfazibilidade de S;(C ag by) = C ay (T® ay), repetindo todo o processo

e ocasionando a nao terminacao.

Propriedades do algoritmo de satisfazibilidade sao enunciadas e demonstradas no
Apéndice[A] A proxima segao descreve, de maneira suscinta, abordagens para garantir
a terminacao de testes para satisfazibilidade descritas na literatura e apresenta uma
nova versao do algoritmo descrito nesta secao, em que sao impostas restricoes para

garantir sua terminacgao.

4.7.1 Critérios de Terminacao

Para garantir a terminacao do teste de satisfazibilidade, os artigos

[Stuckey & Sulzmann, 2005, [Sulzmann et al., 2006a] usam diversas restrigdes so-



56 CAPITULO 4. SISTEMA DE TIPOS

bre declaracoes de classes e instancia. Estas restrigcoes, conhecidas como “Paterson

Conditions”, sao as seguintes:

e O contexto de uma declaracao de classe deve ser formado apenas por variaveis de
tipos e nao construtores de tipos, e cada restricao presente neste contexto deve

ser formada por variaveis de tipos distintas.
e Para cada instancia instance P = m:

— Nenhuma variavel de tipo deve ocorrer mais vezes em uma restricao presente

em P do que na cabega 7.

— A soma do nimero de ocorréncias de construtores e de variaveis de tipos em

P deve ser menor do que em 7.

e Declaracoes de instancias nao devem ser sobrepostas. Isto é, para qualquer par
de instincias instance P, = m; e instance P, = my nao deve existir uma

substitui¢ao S tal que Sm = Sm,.

O compilador Haskell GHC [S. P. Jones and others, 1998| utiliza essas restrigoes
para garantir a terminacao de testes de satisfazibilidade e de reducao de contexto
(Segao . Porém, como essas restrigoes nao permitem a definicao de diversas de-
claragoes de instancias de interesse pratico, o compilador GHC prové diretivas que
permitem desabilitar tais restri¢coes. Neste caso, a terminagao é garantida impondo-se
um limite no nimero de chamadas recursivas realizadas na execucao do algoritmo de
satisfazibilidade.

Em [Camarao et al., 2004] é apresentado um algoritmo de inferéncia de ti-
pos incompleto para o problema, baseado no Sistema CT [Camarao et al., 2007,
Camarao & Figueiredo, 1999|]. Tal proposta também utiliza um limite para o ntumero
de chamadas recursivas realizadas pelo algoritmo para garantir a terminagao.

Neste trabalho, propomos uma condicao de terminacao que, em vez de usar um
limite para o numero de chamadas recursivas ou restringir a forma de defini¢oes de
classes e instancias, considera que uma restricao 7 é satisfazivel em um contexto © se,
e somente se existir uma cadeia descrescente finita de restri¢des tal que, para todo par
de restricoes m;, 7; consecutivas nesta cadeia, ou existe uma “medida” associada a 7; que
¢ menor que a medida de 7;, ou existe k tal que m; = C pig...fug...fin, € T = C .o flfy f20,
e a medida de yj, € menor do que . Esta idéia é formalizada a seguir.

Seja n(m) a medida de complexidade de uma restrigdo definida como o nimero

de variaveis e construtores de tipos. Mais formalmente:
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(Cpr - pn) = D00 ()
(T) —1
n(a) =1

n(p1 p2) = n(p1) +n(pe2)

I 3

Para garantir que a satisfazibilidade de uma restri¢ao siga uma cadeia decrescente
de medidas de complexidade, o algoritmo utiliza um mapeamento finito ® entre as
cabecas de instancias em O e pares (1, II).

O primeiro componente deste par, I, ¢ uma tupla de valores inteiros (vg, ..., vy ),
onde vy € o menor n(S7') de todas as restrigdes 7’ que unificaram com uma cabega
de instancia 7y durante o teste de satisfazibilidade de 7, onde S = mgu(n’, 7). Cada
v;, 1 < i < m, & o menor n(y;) onde y; é um tipo pertencendo a algum Sz’ que
unificou com my. Utilizaremos a notacao [.v; para representar o i-ésimo valor de [
e, similarmente, ® (7).l e ®(m).II para denotar o primeiro e segundo componente de
®(7p), respectivamente.

O segundo componente, II, de ®(my) contém restrigdes 7’ que unificaram com
e possuem medidas menores ou iguais a ®(mg).l.vg. Isto é necessario para permitir
que restri¢oes distintas com medidas iguais unifiquem com my. O Exemplo ilustra
essa situagao. Para o céalculo da satisfazibilidade é usada a notagdo ®[m, 7] para a

atualizagdo do valor de ®(m), definida como:

Fail  sev,=—1parai=0,...,n
q)[ﬂ-(h 7T] = .
P’ caso contrario
onde ®'(my) = ((vg,v},...,v,), ®(m) ITU{r})

d'(x) = ®(z) para z # 7

n(r)  sen(m) < ®(m).vy ou
vy = n(m) = ®(mp).vg € ™ & P(mp).11

-1 caso contrario

n(ps) — se n(p:) < ®(mo).v;

parai=1,...,n v, = _
—1 caso contrario

A funcado tsat para célculo de satisfazibilidade é definida na Figura como

um conjunto de regras para derivar ©,® 2% P ~; S utilizando ® como parametro
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adicional. O conjunto de substitui¢oes que satisfazem ao conjunto de restricoes P, com
respeito a ©, é dado por S, tal que ©, &y F*2* P~ S ¢ provavel, onde ®y(my) = (Io, D)
para cada cabeca de instancia my em © e, sendo 7y uma instancia de n parametros, I
¢ uma tupla de (n + 1) valores, todos iguais a uma constante inteira suficientemente

grande que representamos por oo.

0, ¥ P~ S

SFail; SEmptyq

O, Fail F** P~ () 0, d 52t ()~ {id}

O, K=t s S,
S={9'S | S€Sy, S'eS, O, P~ S}
O,oF*=t 7 P~ S

SConj1

A = sat(m, ©)
S={5'S | (5,Q,7") € A, §" €Sy, O,P[r', 7] F*2* Q ~ Sy}
O, 7~ §

SInsty

Figura 4.5. Algoritmo para Satisfazibilidade com Critério de Terminagao

Nos proximos exemplos, B, I and F sao utilizados como abreviagoes para Bool,

Int and Float, respectivamente.

Exemplo 13. Considere o calculo da satisfazibilidade de # = Eq[[I]] em © =
{FEq I,Va. Eqa= Eqlal}, sendo my = Eqlal; temos que:

Ao = sat(x,©) = {(Slu, { Eal11},mo)}

S = [a; — [I]]

So ={Si10id| S1 €Sy, O,P; F2* Eq[I] ~ S;}
O, By 53t 1 S

onde ¢, = ®y[my, 7], onde ¢; = ((3,3),{7}) e a; ¢ uma nova variavel de tipos; entao:

Ay = sat(Eq(11,0) = {(9]p.{ Eq1},m)}

S = [ay — I]

S1={Sy0id| Sy €Sy, O,y 852 EgT~sS,)
O, d, Ftsat Fg[I] ~ S
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onde @y = &4[my, Eq[I]1] (com Po(my) = ((2,2),115), onde IIy = {m, Fq[I]}), ja que
n(Eq[I1) =2 é menor que P4(m).I.v9 = 3); entdo:

Ay = sat( EqI,0) = {(id,0, EqI)}
Sg = {Sg o ’Ld’ Sg € Sg, ("), @3 |-tsat @ e Sg = {Zd}}
@, @2 f-tsat Eq:[ > SQ

onde ®3 = &y[EqI, EqI], S3 = {id} por (SEmpty,).

Exemplo 14. Considere novamente o Examplo[12], no qual desejamos obter o conjunto
de substituigoes que satisfazem a restricio 7 = C' a (T a), dado © = {Va,b.C a b =
C (T?a)b}. O calculo da satisfazibilidade de 7 pela funcao definida na Figura nao

termina. Seja mop = C (T? a) b. Temos:

Ag = sat(m, ©) = {(S |{a}s {71},7r0)}
S=larT?*ay, by — T? a1
T =Cay (T° ay)
So={SiofarT?ai] | S; €Sy, O, F*2* 1, ~» S;}
O, dy Frsat 1~ Sy
onde ®; = ®y[mo, S7], n(S7) = n(C (T? ay) (T3 ay)) = 7 < ®y(mo).1.v9 = 00; entao:

Ay = sat(m1,0) = {(5 |arys {m2}.m0)}
S" = lay > T? ay, by — T2 ay = Tay]
my = Cay (T° ay)
Sy ={Sy0[a; > T?ay] | Sz €Sy, O, Py 52 1y ~» Sy}
O, d; Ftsat 1~ Sy
onde &y = ®y[my, S'm], S'm = C (T? ay) (T° ay) e, uma vez que n(S'm) = 9 >
D, (mg).L.vg = 7, temos que Po(mg).I = (—1,7m(T? az) = 3,n(T° az) = 6); entao:

Ay = sat(m2,0) = {(5 [{as}, {m3}.70)}
S" = lag — T* az, by — T ay = T"as]
73 = Casz (T7 a3)
Sy = {S30[as > T%as] | S3 €Sz, O, P3 52 13 ~» S5}
O, P, Ftsat 1~ S,
onde @3 = By[my, S"m] = Fail, ja que n(S"m) = n(C (T3 a3) (T7 a3)) = 12 >

$y(mg).L.vg = 9 e nao existe i tal que P3(my).I.v; # —1, o que significa que nao ha

parametro de S”m, com um valor n sempre decrescente.
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O proximo exemplo apresenta um conjunto satisfazivel no qual a computacao da
satisfazibilidade envolve a computacao da satisfazibilidade de restri¢oes 7’ que unificam
com uma cabega de instancia m tal que n(7’) é maior que o valor vy superior associado

a 7.

Exemplo 15. Considere o calculo da satisfazibilidade de 7 = C'I(T%I) em © =
{C(Ta)1,VYa,b.C(T?a)b= Ca(Th)}. Onde my = Ca (T'b), temos:

Ap = sat(m,©) = {(S lo, {Wl}aﬂo)}
S =lay > I,by — T?1]
m=C(T%1)(T?1)
So={S10id| S; €Sy, O©,P; "2 1~ S}
O, Pg Ftsat 1~ §,
onde ST =17 e &1 = Dy[my, 7| (produzindo P,(mp).l = (5,1,4) ); entdo:

Ay = sat(m, ©) = {(S" |o, {m2}, 70) }

S'=lag— T?1,by — T'I]

m=C(T*1)(T1)

Sy ={Sy0[a; = T?ay] | Sy €Sy, O, Py 52 1y ~» Sy}

O, By Ft53t 71, S,
onde S'm; = m e &y = Py[my,m]. Ja que n(m) = 6 > 5 = Dy(m).I.vg, entdo
Oy (o). I = (—1,—1,3).
Novamente, 7y unifica com 7y, produzindo S’ = [az — T*I,by + I] (assim

S'my = ma, Py = Dy[mg, me] com P3(my).l = (—1,—1,2)). Finalmente, a satisfazibilidade

¢ testada para m3 = C (T°1)I, que unifica com C (T a)I, retornando Sz = {[az —

T°1]|p} = {id}. Portanto, a restricio 7 é satisfazivel, com Sy = {id}.

O proximo exemplo ilustra o uso do conjunto de restrigoes II como parte da

funcao ®.

Exemplo 16. Considere a satisfazibilidade de 7 = C' (T?I)F, onde my = C'(T'a)b e
©={CI(T?F),Va,b.Ca(Tb)= C(Ta)b}:

Ay = sat(m,0) = {(S o, {m},70)}

S=lag— (TI),by —F], m=C(TI)(TF)

So={Si0id| Si €S1, O, ¥ 1, S}
©, By 58t 7~ S,
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onde St =1 e &) = Og[my, 7] = ((4,3,1),{r}); entdo:

Ay = sat(my, ©) = { (5 g, {m2}, m0) }

S'=lagr> I,by— TF], my=CI(T*F)

S; = {Sy0id| Sy €Sy, O,y 2 1)~ S)}
O, &y Ftsat 1~ §

onde S'm = m and ®y = 4 [mo, ™. Ja& que n(m) =4 = D1(m).I.v9 e m ndo pertence
a ®1(mp).I1, obtemos que Sy = {id} e 7 ¢ satisfazivel (uma vez que sat(C'I(T*F),0) =
{(id,0,C T (T*F)}).

Uma vez que o problema de satisfazibilidade de restri¢coes é, em geral, indeci-
divel [Smith, 1991|, existem instancias deste problema para as quais o algoritmo pro-
posto incorretamente reporta insatisfazibilidade. Em todos os exemplos mencionados
na literatura [Sulzmann et al., 20064, [Stuckey & Sulzmann, 2005] e casos de teste do
compilador GHC (envolvendo as extensoes pertinentes) o algoritmo comporta-se como

esperado.

Propriedades relevantes do algoritmo de satisfazibilidade apresentado nesta secao

sao definidas e provadas no Apéndice [A]

4.8 Reducao de Contexto

O processo de simplificagao de um conjunto de restrigoes, conhecido como redu¢ao
de contexto, consiste em transformar cada restricao m deste conjunto para o conjunto
de restrigcoes obtido, recursivamente, pela reducao do contexto P introduzido pela
instancia que “casa” com 7, até que P = () ou nao exista tal instancia. Neste altimo
caso, considera-se que 7 reduz para si proprio. Dizemos que uma instanciaVa. P = 7’

casa com uma restricdo m se existe uma substituicao S tal que S’ = .

Nesta se¢ao é definido um algoritmo para reducao de um conjunto de restrigoes
que utiliza o critério de terminagao proposto na se¢ao Como um exemplo simples

de nao terminagao, considere a redugao da restri¢ao C'a quando © = {Va.C'a = Ca}.

Antes de apresentar o algoritmo proposto, faz-se necesséaria a definicao de uma
funcao para coletar informacgoes sobre instancias que casam com uma determinada

restricao em um contexto.
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matches(m,0) = {(SP, )| (S,SP7') € sats([a— K|r,O)}
onde:
@ = tv(m) and
K sdo novas constantes de Skolem
Como neste trabalho consideramos que © nao possui instancias sobrepostas, toda cha-
mada de matches(m, ©) é sempre um conjunto unitario ou vazio.

O processo de reducao de um conjunto P pode ser descrito pela seguinte defini¢ao,

que utiliza a fungao apresentada na figura [4.6

m  if ©, 8y FS®P 1, ~s fail
Q) if ©, Py F3I 1, s Q)
O Fsimo {7 .7}~ Q1. Qu

fori=1,...,n, QZ:{

Ro

Intuitivamente, reduzir um conjunto de restrigoes consiste em reduzir cada uma

delas separadamente realizando a uniao dos conjuntos resultantes da reducao.

O 51 P s

matches(m,0) = ()

_ REmpty - RStop
O, 51T ()~ () 0,0 3P 1~ 7
O, 51" 1~ P
simp !
: RFail o .'_ @~@ RConj,
O, Fail F3*™ 1 ~» fail O, 5" 1. Q) ~ P,Q
O,d FsimP 1~ P
0.8 F% 1o fuil 0. - Qo fuil
- onjo - onjs
0,0 P 1. Q) ~ fail 0,0 5" 1. Q) ~ fail
{(P,7")} = matches(m,O) {(P,7")} = matches(m,O)
O, d[r', w] FSImP P~ o O, d[r', w] F3Im P~ fail o
; nstg - nsto
O F31P 1~ () O F51TP 1~ fail

Figura 4.6. Algoritmo para Redugdo de Contexto

As regras da figura sdo andlogas as apresentadas na figura [4.5 exceto que o

nao atendimento do critério de terminacao é propagado pelas chamadas recursivas do
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algoritmo, para indicar que a restrigao atual nao pode ser reduzida. Regras adicionais
fazem-se necessarias para tratar a propagacao de falhas no processo de reducao, sendo
a interpretacao de cada uma delas bastante simples.

O seguinte exemplo ilustra o comportamento do algoritmo de redugao.

Exemplo 17. Considere © = {Va.C (T'a) = Ca, DI} e P={DI, Ca}. De acordo
com a regra (Ry), reduzir P consiste em reduzir as restricoes D I e C'a separadamente.
A redugao de DI é definida pela regra (RInst;):

{(0,D1)} = matches(D1,0)
O, ®o[D I, DI| 31 ()~ ()
O, Dy 51" DT~

Por sua vez, a redugao de m = my = C'a resulta em falha:

{(C(T ay1),m)} = matches(m, O)
O, ®, 51" (C'(T ay)) ~ fail
O, D 51 7~ fail

onde &, = ®y[m, mo], 1(m).I = (n(m) = 1,00). Temos que:

{(C(T?ay), my)} = matches(C (T ay),O)
O, &y 51" (C'(T?% ay)) ~  fail
0,®, F3 (C(T ay)) ~ fail

onde @ = &1[C (T'ay), 7] = Fail, ja que n(C (T ay)) £ P1(mp).L.vy = 1.
Finalmente, pela regra (Rg), obtemos que © 5o {D 1. Ca} ~ {Ca}, o que

significa que D I pode ser removido e C'a nao pode ser reduzido.

4.9 Especializacao de Tipos

A especializacao de tipos é um processo de simplificacao de restrigoes que visa eliminar
ambiguidades e inferir tipos mais precisos. Diversas estratégias tém sido propostas
para a especializagao de tipos para Haskell, como por exemplo estratégias baseadas em
dependéncias funcionais (Segao . Nesta secao descrevemos a abordagem proposta
em |[Camarao et al., 2009].

Antes de apresentar essa proposta, é necessério apresentar algumas definigoes.

Primeiramente, é apresentada a definicao de [Jones, 1995b| para o conjunto de restri-



64 CAPITULO 4. SISTEMA DE TIPOS

goes satisfaziveis, conceito sobre o qual a especializac¢ao de tipos é formalizada (Segao
4.9.1). Em seguida, ¢ apresentado o fechamento de restri¢oes (Segao|4.9.2)) e finalmente,
a proposta para especializagao (Segao [4.9.3)).

4.9.1 Conjunto de Restricoes Satisfaziveis

Seguindo Mark Jones |[Jones, 1995b], dado um conjunto de restri¢goes P define-se | P|g
como o conjunto de instancias de P provaveis em ©. Mais formalmente (em que S é

uma substitui¢ao qualquer):
|Ploe={SP | ©ISP}

Usualmente omitimos o subscrito © em | P|g, uma vez que a satisfazibilidade de P
serd considerada em um contexto global, contendo todas as informagoes de classes e
instancias presentes em um programa.

Se © I S P, dizemos que S é uma substituicao que satisfaz P em ©. Para
qualquer substituigao S, temos que |S P| C [P]. Porém, |P] C |S P| nem sempre &
uma inclusao valida, mas permite caracterizar a especializagao de P para um conjunto
de restrigoes equivalentes S P, mais simples. Neste caso, dizemos que S é uma subs-
tituicao de especializagao, pois esta preserva o conjunto de restri¢oes satisfatiziveis de
P,isto é: |P| = |SP].

Neste trabalho, definimos um algoritmo para calculo de uma substituicao de
especializacao, baseado na satisfazibilidade de restrigoes que possuam variaveis inal-

cancaveis. As proximas secoes apresentam esse algoritmo.

4.9.2 Fechamento de Conjunto de Restricoes

O fechamento de um conjunto de restricoes P com respeito a um conjunto de varidveis

de tipo V, P [}, é definido como:

Ply={CueP [to(m)nV #0}
P|*—{P|V setv(P|V)§V
v =

P, caso contrario
Figura 4.7. Fechamento de um Conjunto de Restrigoes
Intuitivamente, P |}, representa o conjunto de restrigdes que possui varidveis de

tipo alcang¢dveis a partir do conjunto de variaveis V. Uma variavel de tipo « é alcancavel

se « € V ou a € tv(m), para algum m € P que possua alguma variavel § € V ou



4.9. ESPECIALIZAGAO DE TIPOS 65

estd em outra restricao que possui uma variavel presente no conjunto V. Dizemos que

uma variével 7y é inalcang¢dvel em V. P = 7 se v € tv(P) — P, .
Exemplo 18. Considere o seguinte conjunto de restrigoes:
P={F ab,Ga c}

Temos que {F a b,G a c}[{, ={F a b, G a c}. Arestricdo G a c estd presente no
fechamento, pois tv(G a c)N{c} # 0. Ja arestrigdo F a b esta presente no fechamento
porque possui uma variavel de tipo (a) que esta presente em uma restri¢do que possui

uma variavel (c) pertencente ao conjunto {c}.

4.9.3 Proposta para Especializacao de Tipos

Uma motivacao de Mark Jones |[Jones, 1995b| para a especializacao de tipos é que o
algoritmo de inferéncia pode retornar tipos menos precisos do que o esperado, por nao
levar em consideracao a satisfazibilidade das restrigoes presentes nestes tipos.

Em [Camarao et al., 2009] é apresentada uma proposta de especializagao baseada
no conceito de varidveis inalcancaveis. Intuitivamente, um tipo Va;.P = 7 pode ser
especializado para Va,.() = 7 se existir uma tnica solugao para a satisfazibilidade de
todas as restricoes de P que possuem variaveis inalcangaveis. Neste caso, o conjunto
() consiste apenas de restrigoes que possuem variaveis alcancaveis a partir de 7.

Essa idéia ¢ formalizada na Figura 4.8, onde © ™ 5 > ¢/, denota que o tipo

o pode ser especializado para ¢’ utilizando informacoes contidas nos contexto ©.

‘@ Fimer oo 0"

o=Va.P=r P, =Pl Pa=P—P
0, &y F*2t P, ~ {S} oy =tv(P, =171
o =Va,.P. =71

- (Impr)
O™ 51 o

Figura 4.8. Especializacao de Tipos

Essa abordagem para especializacao de tipos retarda o teste de satisfazibilidade,

ao contrario do que ¢é realizado por dependéncias funcionais |[Jones & Diatchki, 2008].

Exemplo 19. Considere o seguinte trecho de cédigo Haskell que poderia fazer parte

de uma biblioteca de fungoes relacionadas a élgebra linear:
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class Mult a b ¢ where (.*.) :: a—b —c
instance Mult Matrix Matrix Matrix where

instance Mult Matrix Vector Matrix where ...

ml, m2, m3 :: Matrix

-- definicdo de ml, m2 e m3

m= (ml .*x. m2) .*. m3

Por simplicidade, denotamos os tipos Matrix por M e Vector por V. Neste caso, teria-
mos que O = {V a b c.Mult a b c}, ©" = {Mult M M M,Mult M V M} e o tipo

inferido para m seria:
m:: (Mult MM a, Mult aMb) = b

Uma vez que m é definido por valores do tipo Matrix, seria razoavel conjecturar, com
base nas defini¢oes de instancias da classe Mult, que m também deve ser um valor do
tipo Matrix.

Ao anotarmos m::M o compilador Haskell GHC rejeita a definicao de m, por
consideré-la ambigua (GHC considera como ambiguo todo tipo V@ . P = 7 que possui
restrigoes contendo variaveis inalcangaveis a partir de tv(7)), pois, com esta anotagao,

temos:
m:: (Mult MMa, Mult aMM) =M

Isso torna a variavel de tipo a inalcancével e, por consequéncia, o GHC considera o

tipo de m ambiguo. Porém, de acordo com a definicao da Figura [4.8] o tipo
m:: (Mult MMa, Mult aMM) =M

pode ser especializado para m: :M, uma vez que existe uma tnica solugao (S =[a +—
M]) para a satisfazibilidade das restrigbes Mult M M a e Mult a M M em ©O.

Observe que, de acordo com a proposta baseada em varidveis inalcancaveis, a
especializagdo (e por consequéncia, o teste de satisfazibilidade) s6 acontece quando
requerido pelo contexto do programa no qual a expressao ocorre. Neste exemplo, uma
anotacao de tipo foi utilizada com este intuito, mas o mesmo efeito pode ser obtido

por uma aplicacao, conforme exemplo a seguir:

inverse :: Matrix —Matrix

inverse x = ...
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mi = inverse m

Neste trecho de codigo, a especializacao do tipo de m é forcada pela aplicagao da funcao

inverse, que possui como parametro um valor de tipo Matrix.

4.10 Definicao do Sistema de Tipos

Nesta secao é apresentado um sistema de tipos para Haskell, com suporte a classes com
miltiplos parametros e sem a necessidade de dependéncias funcionais ou familias de

tipos [Camarao et al., 2009).

4.10.1 Simplificacdo de Tipos

As informagoes sobre restrigoes de classes e instancias presentes no contexto © podem
ser utilizadas para simplificar um tipo Va . P = 7, de maneira a preservar o conjunto
de instancias que satisfazem as restricoes P.

Intuitivamente, o processo de simplificagao consiste em realizar a especializacao
de tipos com base em restri¢coes contendo varidveis inalcangaveis e reducao de contexto
nas demais restricoes.

Um tipo Va. P = 7 pode ser simplificado para Vo, .QQ = 7se © - Va. P =

T > Va;.Q = 7 é provavel de acordo com a regra definida na Figura [4.9]

©OFVa.P=r>Va.Q =T

O Hmr (Va.P = 7)> (V. P = 1)
0, @ 51" P~ Q ar=tw(@Q=r1)

1
TySim
OFvVa.P=71>Va.Q = 1 (TySimp)

Figura 4.9. Simplificagdo de Tipos.

A definicao de simplificacao de tipos sera utilizada na funcao de generalizacao de

tipos (Segao [4.10.2)).

4.10.2 O Sistema de Tipos

Um sistema de tipos dirigido por sintaxe para core-Haskell & apresentado na Fi-
gura As regras sao similares as regras do sistema de tipos de Hindley-Milner
[Milner, 1978], exceto pelo uso da instanciagao de tipos restringidos (Segao |4.6.2)) na
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regra (VAR). Na regra (LET) é feita a simplificagao do tipo inferido (através da fungao
de generalizagao), antes que este seja incluido em T'.

A notagao I' [z : o] representa a operagao de incluir a suposigao x : o em T, isto
e, Ix:ol=(—={T'(2)}) U{z: o}

A fungao gen realiza a generalizagao de um tipo P = 7, simplificando-o de acordo
com a defini¢do de simplificacdo de tipos (Figura .

gen(©, 1, P=71) = Va.Q =1
onde:
OF P=7> Q=T
a=t(Q=rT1)—tv(l)

© | TkFe: P=r1

MNe)=0 o<y P=T7

(VAR)
©|'Faz:P=r1

©O|lz:nlFe: P=>mn
O|THFAXz.e: P=>17 >

(ABS)

O|TkFe:PA=>m—7m O|kFe :P=mn

(APP)
C) | 'k ejey: <P1UP2)2>T1

O|TkFe :PA=m or=gen(©'Ph=m7) O |[|z:0o]tFe:P =1

(LET)
O |T'F letz =ejiney : P =71

Figura 4.10. Regras do Sistema de Tipos

4.11 Inferéncia de Tipos

O algoritmo de inferéncia de tipos é apresentado na Figura [4.11, como um sistema de
provas dirigido por sintaxe, para julgamentos da forma © | 'y e : (P = 7,5), em
que O e I' sao, respectivamente, os contextos contendo informacoes sobre restricoes de
classes, instancias e suposicoes de tipos, e é uma expressao, P = 7 é o tipo inferido
para essa expressao, e S é uma substituicao.

A notagao P @y (Q denota o conjunto de restricoes obtido por adicionar apenas

restricoes de () que possuam variaveis alcancéveis a partir de V', isto é&: P @y @ =
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P U (QI;). Eliminar restrigdes contendo varidveis inalcangéveis de @ ¢ necessario
uma vez que estas podem se referir a “partes” nao selecionadas do argumento. Como
exemplo, considere a expressao e = fst(True, 0), onde o possui um conjunto nao vazio
de restrigoes. O tipo de e deve ser Bool, ja que o valor desta expressao nao depende
de o e, portanto, restrigdes presentes no tipo de o nao devem ser incluidas no tipo de

€.

©|Thkre: (P=T1,09)

[(r) =Va.P = 7 [ sio novas variaveis

— (VAR1)
O |Tkra:([falP= 1,id)
©|Tz:a]Fre: (P=rT095) T/:SQ(ABS)
O©| Tk Ax.e: (P=1—71,9)
O|T ke (PL=m1,5) o é uma nova variavel
S ’ SlF l_I €y (P2:>TQ,SQ) S,:mg’u<{7'1:7'2—>06})
T=Sa V =tu(r) P=PoyP, S=5085005

(APPy)

@’Fl‘l 61623(P:>T,S)

O|TkFre : (Q=1,5) o=gen(®©,IQ=7) © |Tx:0] Fre: (P = T109) (

© | T b1 letz =e iney: (P = 71,5)

Figura 4.11. Algoritmo de Inferéncia de Tipos

O algoritmo de inferéncia da Figura é similar ao algoritmo apresentado por
M. Jones em [Jones, 1995a], exceto pelo fato de que a especializacao de tipos é realizada
na regra (LET:).

Propriedades de terminacao e corretude do algoritmo proposto em relacao ao

sistema de tipos sdo enunciadas e provadas no Apéndice [A]

4.11.1 Incompletude e Ambiguidade

O leitor atento deve ter notado as similaridades entre o algoritmo de inferéncia da
Figura e o sistema de tipos da Figura Tal semelhanca induz as seguintes

questoes sobre o algoritmo de inferéncia em relagao ao sistema de tipos:

LET))
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1. Se o algoritmo encontra um tipo P = 7 para uma expressao ¢ em contextos

O | I', existe uma derivagao no sistema de tipos tal que © |I' - e : P =717

2. Se existe uma derivagao de © |T" - e : P = 7 no sistema de tipos, o algoritmo
proposto encontra o tipo P = 7 para e a partir das informacoes contidas nos

contextos ®@ e I' ?

A primeira pergunta remete a propriedade de corregao de um algoritmo de inferéncia
de tipos, isto é, se o algoritmo calcula um determinado tipo para uma expressao,
entao o tipo calculado é derivavel utilizando a especificacao do sistema de tipos. A
segunda pergunta lida com a questao da completude de um algoritmo. Diz-se que
um algoritmo de inferéncia é completo se este é capaz de calcular tipos para toda
expressao que possui um tipo derivavel utilizando o sistema de tipos.

A correcao do algoritmo de inferéncia da Figura é facilmente demonstrada
por indugdo sobre a derivagdo de © | I' k1 e : (P = 71,5). Ja a completude nao
é valida em geral, devido & indecidibilidade da satisfazibilidade de restri¢oes e & pos-
sibilidade de derivar no sistema de tipos da Figura tipos para expressoes que
o algoritmo de inferéncia da Figura reporta como ambiguos. Para solucionar o
problema da satisfazibilidade de restri¢oes, consideraremos uma versao restrita deste
problema. Definimos que um conjunto de restricoes P é considerado satisfazivel se
O, K2t P~ S (Figura é provavel. O problema da ambiguidade é relacionado
ao fato e que instanciacao de tipos é independente de contexto. O préximo exemplo

ilustra este problema.
Exemplo 20. Considere o seguinte trecho de codigo:
class Show a where show :: a — String

class Read a where read :: String — a

instance Show Int where ...

instance Show Bool where ...

instance Read Int where ...
instance Read Bool where ...
echo x = show (read x)

O tipo inferido para echo é:

echo :: (Show a, Read a) = String — String
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Esse tipo é rejeitado pelo algoritmo de inferéncia, pois nao existe nesse contexto uma
solugdo tnica para a satisfazibilidade de P = {Show «, Read a}. Porém, echo é

tipavel de acordo com as regras do sistema de tipos.

Apesar de aceitos pela especificac@o, tais programas devem ser rejeitados, porque
defini¢oes com tipos ambiguos podem fazer com que o significado de um programa seja
afetado por escolhas realizadas pelo algoritmo de inferéncia de tipos. Uma possivel
solugao para este problema seria modificar o sistema de tipos, para que ele nao permita

a derivagao de tipos ambiguos, tal como propomos na se¢ao a seguir.

4.12 Solucionando o Problema de Incompletude

Sistemas de tipos tal como o apresentado na Figura [4.10] que provéem suporte para
sobrecarga dependente de contexto e seguem a abordagem de Hindley-Milner de ins-
tanciacao livre de contexto, permitem derivacoes distintas do mesmo tipo para algumas
expressoes, que entao sao consideradas ambiguas. Tais expressoes sao usualmente rejei-
tadas por algoritmos de inferéncia de tipos e por isso tais algoritmos nao sao completos
com respeito ao sistema de tipos em questao.

A incompletude de algoritmos de inferéncia de tipos e problemas para a definicao
de uma semantica coerente sao discutidos, por exemplo, em [Vytiniotis et al., 2011].
K. Faxén [Faxén, 2002 cita que, idealmente, deveria haver uma maneira determinista
e concisa para nao permitir que seja possivel construir derivagoes distintas de um
mesmo tipo para uma expressao, utilizando a especificagao do sistema de tipos.

Para exemplificar a relagao entre instanciagoes de tipos e a incompletude do
algoritmo de inferéncia apresentado na Figura [4.11], considere novamente a definigao

da funcao echo apresentada no Exemplo
echo x = show (read x)

onde I' possui os tipos das fungoes read e show e © possui as restrigoes correspondentes

as defini¢oes de classes e instancias do Exemplo 20, O tipo de echo ¢é:
echo :: (Show «, Read o) = String — String

O uso de echo ¢ rejeitado pelo algoritmo da Figura por ndo existir uma unica
solugao para satisfazibilidade das restricoes (Show «, Read «) em ©. Porém, é pos-
sivel construir derivagoes de tipo para echo, utilizando as regras do sistema de tipos

da Figura [£.10] instanciando a variavel de tipos « para I ou para B. A Figura
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apresenta um trecho da deriva¢do onde variavel « é instanciada para o tipo B (nesta
figura, abreviamos Show e Read para S e R respectivamente).

O sistema de tipos da Figura [4.10| permite derivagoes para expressoes ambiguas,
como a derivagao da Figura [4.12] porque possibilita instanciacao de tipo na regra

(VAR), a qual reproduzimos abaixo por conveniéncia:

['z)=0 o<y P=T7

(VAR)
©O|TFz:P=>r1

A condi¢ao 0 <y, P = 7 permite que um tipo o seja instanciado de maneira nao
determinista, para qualquer tipo P = 7 que satisfaca a ordenacao de tipos definida
na Se¢ao [4.6.2] Com isso, ¢ possivel construir derivagoes para expressoes que possuem
tipos ambiguos, tal como a que define a funcao echo. Para solucionar este problema,
propomos definir um sistema de tipos que permita apenas instanciagoes dependentes
de contexto, de maneira que uma expressao, caso seja tipavel, possua um tnico tipo

(mo6dulo renomeagao de variaveis).

4.12.1 Sistema de Tipos Para Instanciacoes Dependentes de

Contexto

A Figura apresenta um sistema de tipos para core Haskell que nao permite ins-
tanciacoes independentes de contexto. O sistema de tipos é apresentado como um
conjunto de regras para derivar julgamentos da forma © | I' 2 e : (P = 7,95), que
denota que e possui o tipo P = 7 no contexto © | I' e S é uma substitui¢ao tal que
©O|STHP e: (P=r19) éprovavel e S’ <g S.

s
Na Figura [4.13| a notagdo 7 ~ 7’ representa a relacao de triplas formadas por

dois tipos 7, 7" e uma substitui¢ao S tal que S é o unificador mais geral de 7 e 7" (caso
ele exista).

Sempre que © | I' P e : (P = 7,8) é provével, a substituicio S pode ser
utilizada para instanciar os tipos em I' de variaveis livres presentes em e, obtendo uma
nova derivagao © | ST FP e : (P = 7,5) onde S’ é mais geral que S. O préximo

exemplo ilustra este fato.

Exemplo 21. Considere a expressao x, I' = {f : Int — Int,x : a} e © um contexto
vazio de informagoes sobre simbolos sobrecarregados. Podemos derivar © | T' FP fz
(Int,S), onde S = [ — Inl]. A partir de ST = {f : Int — Int,x : Int}; podemos
derivar © | ST P fux : (Int,id) e, evidentemente, temos que id <g S.
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Informalmente, dizemos que a instanciacao de um tipo o de uma expressao e é
dependente de contexto, se esta somente ocorre quando exigido pelo ponto do programa
onde a expressao e ocorre, isto é, somente na aplicacao de uma funcao a seus argumen-
tos. Formalmente, o contexto de uma expressao e, Cle], ¢ uma expressao €', ¢’ # e, tal
que e é uma subexpressao de €. A relagdo entre as derivagoes de tipo para e e Cle] é
expressa pelo Teorema (13| (presente na Segao do Apéndice , cujo enunciado é o

seguinte.

Teorema: Se © | I' FP ¢ : (P = 7,5) entao, em todos os contextos Cle] e todo I”
tal queI' <, IV e © | I" FP Cle] : (P’ = 7',5) ¢ provavel para algum P’ = 7' ¢ §'
temos que S <g 5.

Para cada expressao e, se e é tipavel em um contexto © | I', entdo existe um
Unico tipo P = 7 derivavel para e neste contexto. Todavia, o tipo de e pode ser
entendido como um conjunto de instancias, em contextos de programa que exigem a
instanciagdo de P = 7 em I' (cf. Teorema . Isso ¢ ilustrado pelo exemplo a seguir

em que B e C abreviam Bool e Char, respectivamente.

Exemplo 22. Seja I' = {(==) : Va. Eqa = a — a — B}, ©% = {Eqa}, O™ =
{EqB,EqC} ee; = ((==) True, (==) ’%’). Entdo, ® | T - ¢, : (B = B,C —
B),S) é derivavel, onde S = [a — B,b +— C|, e a,b sdo novas variaveis. Note que os
tipos inferidos para cada ocorréncia de (==) sao instanciados nos contextos (==) True

e (==) ’x’> paraB— B — B e C — C — B, respectivamente.

Instancias de tipos sao definidas formalmente da seguinte forma. Dada uma
expressao e e contextos © e I taisque © | T' FP e : (P = 7,9), temos que S'(P = 7)
¢ uma instancia do tipode e em © e 'se © | IV FP Cle] : (P’ = 7/,5") é provavel
para algum I tal que I' <, I'". Além disso, S'(P = 7) ¢ a maior (mais especifica)
instancia de tipo para uma ocorréncia de e em © e I' se S’(P = 7) ¢ uma instancia do
tipo de e e nao existe uma instancia Sy (P = 7) para e em © | I' distinta de S'(P = 1),
tal que S; <g 5.

Ocorréncias distintas de uma expressao podem possuir diferentes maiores instan-
cias do tipo desta expressao. No Exemplo as duas ocorréncias de (==) possuem
duas diferentes instancias do tipo desta funcao. O tipo de cada uma dessas ocorréncias
¢ a maior instancia do tipo de (==) em seu respectivo contexto.

O sistema de tipos da Figura [4.13] difere do apresentado na Figura [£.10] por nao
permitir a instanciagao de tipos na regra para varidveis. O algoritmo de inferéncia da
Figura é correto e completo com respeito ao sistema de tipos da Figura[£.13] Esta

prova é apresentada no Apéndice [A]
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4.13 Semantica

Classes de tipos definem simbolos sobrecarregados, usualmente denominados membros
da classe, com seus respectivos tipos e uma declaragao de instancia fornece uma defi-
nigao para cada membro da classe.

A seméantica para core Haskell, apresentada na Figura 4.14] é baseada em um es-
quema de traducao em que simbolos sobrecarregados sao transformados em aplicagoes
dos respectivos diciondrios das classes, conforme definido em [Wadler & Blott, 1989,
Jones, 1995al, [Hall et al., 1996]. Um dicionario de classe consiste de uma tupla, cor-
respondente a uma declaragao de instancia, que contém cada uma das defini¢oes dos
membros da classe em questao. Além disso, dicionarios devem conter referéncias para
dicionarios de super-classes. Neste trabalho nao vamos considerar o tratamento de
super-classes, uma vez que pode ser feito conforme as abordagens previamente descri-
tas na literatura [Jones, 1995a), [Hall et al., 1996, [Faxén, 2002].

A Figura[4.14] define a seméntica para core Haskell por indugao sobre as regras do
sistema de tipos da Figura|4.13] onde variaveis estao anotadas com a maior instancia de
seu tipo no contexto onde estas ocorrem. A notagao z :: (P = 7) indica que a variavel
x possui como maior instancia o tipo (P = 7). A seméntica da Figura utiliza um
ambiente 7, que armazena informagoes para a traducao de simbolos sobrecarregados
utilizando dicionarios.

Cada definigao de classe
class P= Ca where T :: T

define um conjunto de fungoes de projecao para dicionarios da classe C'. A funcao

de projegao para o simbolo x; retorna o i-ésimo componente da tupla que define um

dicionario da classe C' (se n = 1, a projegao é feita pela func¢ao identidade).
Denotamos por P uma sequéncia, em ordem lexicografica, de restricoes m € P.

Para cada definicao de instancia
instance P = CJi where T =€

é criado um dicionario d,, da classe C. Cada componente de d, é uma funcao que
recebe como parametro um dicionario para cada restrigdo na (possivelmente vazia)
sequéncia P e produz uma traducdo de e;, a expressao associada a z; na declaracao
de instancia. Cada dicionario d, é tal que n(S(C@)) = dr e n(z;, ST;) = dn, para
qualquer substituicao S, e 7; é o tipo simples do tipo de x;. A notagao n t (P +— 0)

representa 7 [m — vy ... m, — v,] e vSeq(P) denota uma sequéncia de novas variaveis,

uma para cada m; € P, onde P = {my,...,m, }.



4.13. SEMANTICA 75

A notagao n(z, P = 7,I") define a seméntica de um nome possivelmente sobre-
carregado x, com tipo P = 7. A definigdo de 7 utiliza um pequeno abuso de notagao,

ao usar 7 sobre restrigoes (como em 7(S)) e para produzir dicionarios (como em

n(x;, ST)):

x se Py =10

xn(x,7)W caso contrario.

n(x,P:>T,F):{

onde: Va. Py = 19 = I'(x),

S = mgu(T, 1),
T1...Tp = F(),
parai=1,...,n: v = n(m),
V; sem € P
w; = .
n(Sm;) caso contrario

O seguinte exemplo ilustra a seméntica proposta.
Exemplo 23. Considere o seguinte trecho de programa Haskell.

class TEq a where

teq :: a — a — (Bool,String)

instance TEq Int where

teq i i = (i == 4', show ¢ ++ *> >’ ++ show 7')

instance (TEq a, Show a) = TEq [a] where
teq [ [0 = (True, >’ )
teq (a:x) (b:y) = let (ab,sab) = teq a b
(xy,sxy) = teq x y
in (ab && xy, sab ++ sxy)
teq _ _ = (False, )
tequw x = (teq [[x]], teq ([1,2,3] :: [Int])) -- (1)

A tradugao da primeira ocorréncia de teq na linha (1) acima ¢é igual a teqd rg,v102,
onde teq representa a funcao identidade, teq; ¢ uma funcao que recebe dois diciona-
rios, v1 € vq, fornecidos como argumentos para tequw, e produz a traducao da funcao
teq para listas, definida acima. A tradugao é feita com respeito a 1y T (P + ¥), onde
P = {Show a, TEq a}, T ¢é a sequéncia vy vy, € 19 € tal que ny(teq, 7) = drgy, onde
7= [al — [al — (Bool, String), e drgy, € um dicionario com apenas um compo-

nente teq;. Além disso, temos que 1g( TEq Int) é igual ao dicionario com apenas um
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componente (por exemplo, drggmt), €, de maneira similar, para ng(Show Int). Sendo

assim, a tradugao da segunda ocorréncia de teq na linha (1) é igual a:

teq drpqgr, dregmt dshowmt

4.14 Aspectos de Implementacao

Um protoétipo do algoritmo de inferéncia proposto neste capitulo (Figura foi im-
plementado em Haskell. Este foi submetido a diversos testes incluindo bibliotecas,
exemplos encontrados na literatura e casos de teste do compilador GHC, envolvendo
extensoes pertinentes. Dentre as bibliotecas testadas, destaca-se a biblioteca de trans-
formadores monadicos, que faz uso extensivo de dependéncias funcionais.

O prototipo implementado pode ser obtido no seguinte endereco eletrénico:
http://github.com /rodrigogribeiro/mptc

A implementagao é formada por 48 modulos totalizando 5222 linhas de codigo e

possui a seguinte estrutura de pastas:

/src/BuiltIn: Contém modulos possuindo definigoes de operagoes primitivas, uti-

lizadas para definigoes das bibliotecas testadas.

/src/Iface: Modulos responsaveis pela manipula¢ao de arquivos de interface de

modulos previamente compilados.

/src/Libs: Bibliotecas, programas de exemplo presentes na literatura e casos de

teste que foram verificados utilizando o front-end implementado.

/src/Te: Implementagao do algoritmo de inferéncia e verificagao de tipos.

/src/Te/Ke: Implementacao do algoritmo de inferéncia de kinds.

/src/Tests: Testes de unidade.

/src/Utils: Utilidades diversas: algoritmos para anélise de dependéncias, mo-
nadas, operacgoes sobre identificadores, e outras func¢oes utilizadas por diversos

modulos.


http://github.com/rodrigogribeiro/mptc
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4.15 Conclusao

Neste capitulo foi apresentada a proposta deste trabalho para a adocao de classes de
tipos com multiplos parametros em Haskell, sem a necessidade de quaisquer extensoes.
Foram apresentados algoritmos corretos e que terminam para qualquer entrada para a
satisfazibilidade e redugao de contexto.

Provas de corretude e terminacao dos algoritmos apresentados neste capitulo estao
no Apéndice [A]

Além disso caracterizamos o problema de incompletude do algoritmo de inferéncia
em relacao ao sistema de tipos proposto, apresentando uma definigao alternativa do
sistema de tipos para o qual o algoritmo de inferéncia proposto é correto e completo.
Finalmente, apresentamos uma seméantica de core Haskell, definida por inducao sobre
as derivagoes do sistema de tipos. No Apéndice [A]sdo demonstrados teoremas sobre o

sistema de tipos, algoritmo de inferéncia e a seméantica propostos.
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['(read) =Va.R a = a — String
HJAM.,DOSV =VYoa.S a=oa— String Va.R a= String - a <y String — B
Va.S a= o — String <y B — String © | T[z:B] F read : String — B

(VAR)

I'(z) =B B<gB

©|T[z:B Fx

B

(VAR)
© | '[z:B] - show : B — String © | I'[z:B] I read x

B
(APP)

© | I'[z:B] - show (read x) : String
© | I' F Az.show (read x) : String— String
© | I' F let echo = Ax.show (read x) in echo:String—String

(ABS)

(LET)

Figura 4.12. Exemplo de derivacao

(VAR)
(APP)
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O|THPe: (P=1,89)

['(r) =Va.P= 7 J sio novas variaveis
O|TF z:(Ja— Bl P = T,id)

(VAR)

O |z:a]FP (P=17,S) «éumanova variavel 7= Sa

(ABS)
O’ \ze: (P=7—7,5)

@|F|_D €1Z(P1:>7'1,Sl) @]SlF "D 622(P2:>7'2,SQ)
Sngs%Tg—M)z o € uma nova variavel S = 505,05,
T=Sa« V:tU(T) P:SPl@VSPQ @}_P:>T>>Q:>T

O|TFP eiey: (Q=1,9)

(APP)

C"') ’ r l_D €1Z(P1:>T1,Sl)
a=tv(P=mn)—tul)
oc=Va.P=mn O|T[z:0] FP ey: (P=1,9)

(LET)
O|TF’ letz=¢ iney: (P =7105)

Figura 4.13. Sistema de tipos para instancia¢ées dependentes de contexto

79
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[©|THPe: (P=718)],=e:0

['(x)=0
O TP (z=P=71):(P=7,9],=nxP=710):7

(VAR)

[©|T[z:alFP e: (P=71,5)],=e:7 «éuma nova varidvel 7' =S«

(ABS)

[[ | 1:(P1:7'1,Sl)]]7,:e1157'1

[[ | (PQ@TQ,SQ)]]nZGQZSTQ
= mgu({Sng =Ty — a}) « éuma nova variavel.
S = 5'052051 T=S« V:tU(T)
P=SP&ySh OFP=7>Q=r

O T eres: )y = eres e
H ’ 6162.(Q:>7', )]]77—8182.7'

[[@ ‘ P 61:(P1=>7'1,Sl)]]n:eli’f1 [[@ ‘ F[[BIO’] D 622(P2:>7'2,S)]]n/—82 To
o = gen(P, = m,tv(5 1)) o' = gen(P, = m,tv(S (5. 1))
v =vSeq(P) n=nt (P07

(LET)
[O©| T HFP letz =€ iney: (P=71,9)],=let z=X\v.e iney:7

Figura 4.14. Seméntica para Core-Haskell



Capitulo 5

Classes de Tipos Opcionais em
Haskell

Neste capitulo apresentamos uma alternativa para a definicao opcional de classes de
tipos em Haskell. Na Secao sao apresentadas motivagoes para definicao opcional de
classes de tipos, a Secao define o algoritmo para calculo da generalizacao de tipos

simples e a Segao apresenta a formalizagao da proposta para classes opcionais.

5.1 Motivacao

Classes de tipos sao utilizadas em Haskell para definir o tipo principal de simbolos
sobrecarregados. Toda vez que o desenvolvedor deseja definir uma fungao sobrecar-
regada, é necessario que ele declare uma classe e o respectivo tipo de cada simbolo
sobrecarregado da classe |[Jones, 2002]. Para defini¢do de uma classe, o programador
deve determinar, a priori, quais simbolos devem ser membros desta classe. Entretanto,
a questao do agrupamento de simbolos relacionados em uma construcao de uma lingua-
gem de programagcao deve estar relacionada ao desenvolvimento modular de software,
e nao a defini¢do de simbolos sobrecarregados [Camarao & Figueiredo, 1999).

Para cada nova definicao de um simbolo sobrecarregado, o tipo desta definicao
deve ser uma instancia do tipo principal anotado na definicao da classe. Se este nao
for o caso, a declaracao da classe deve ser alterada, para que a nova defini¢cao possa ser
incluida.

Visando solucionar esses problemas, este trabalho descreve uma alternativa em
que o desenvolvedor pode fazer as defini¢oes sobrecarregadas que desejar, sendo o cél-

culo do tipo destes simbolos determinado automaticamente. Caso uma nova defini¢ao
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seja feita e ela nao seja instancia desse tipo, o tipo é recalculado para refletir a nova

definicao. Visando ilustrar esta abordagem, considere os exemplos a seguir.
Exemplo 24. Considere a fung¢ao map que opera sobre listas:

map £ [] = []

map f (x:xs) = f x : map f xs
O tipo inferido para essa definicao é:
(a = b) = [a] — [b]

Uma funcao similar pode ser definida, por exemplo, para arvores binérias, como a

seguir:

data Tree a = Leaf a

| Node a (Tree a) (Tree a)

map f Leaf = Leaf
map f (Node v 1 r) = Node (f v) (map f 1) (map f r)

O tipo desta implementacao de map ¢é
(a — b) — Tree a — Tree b

Para determinar o tipo de map em um contexto contendo essas duas defini¢oes, basta
calcular a menor generalizagdo comum (Secao |5.2]) dos tipos simples destas definigoes.

A menor generalizacao de

(a — b) — [a] — [b]
e

(a — b) — Tree a — Tree b

é o tipo simples
(a—>b) > ca—ch.

onde ¢ é uma nova variavel de tipo, introduzida para generalizar os construtores de tipos
de listas e de arvores. O tipo de map é obtido criando uma restri¢ao, correspondente a
uma classe que contém esta func¢ao como tnico membro, isto é, é gerada uma restri¢ao
contendo as variaveis de tipos que foram introduzidas por generalizagoes. Sendo assim,
é gerada a restricao Map c¢, a partir do resultado da menor generalizacao dos tipos de

map.
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Finalmente, o tipo calculado para map é:
map::(Map ¢c) = (a -+ b) - ca =< cb

E necesséario criar automaticamente, no contexto ©, classes e instancias que refletem as

definigoes de map, ou seja: O*(Map) = Vc.Map c e ©™*(Map) = {Map [],Map Tree}.

O préximo exemplo mostra a inclusao de uma nova definicao da fungao map
cujo tipo nao é uma instancia da generalizacao obtida para os tipos das definigoes

apresentadas no Exemplo

Exemplo 25. Considere que a seguinte definigao foi acrescentada no escopo onde todas

as declaragoes introduzidas no Exemplo [24] estejam visiveis.

map::(Int — Int) — Int — Int

map f x = f x

O tipo desta definicao de map nao ¢ uma instancia da generalizagao obtida a partir das
defini¢des do Exemplo 24l Sendo assim, devemos calcular uma nova generalizagao e as

restricoes correspondentes para a classe e as instancias. A generalizacao dos tipos

(Map ¢) = (a -+ b) - ca—>cb

(Int — Int) — Int — Int
¢ o seguinte tipo:
(Map abcd) = (a—=b) - c—d

e sao geradas as seguintes restricoes de classe e instancias:

O%(Map) =Va b c d.Map a b ¢ d

e

Va b. Map a b [a] [b] , Map Int Int Int Int,
Va b. Map a b (Tree a) (Tree b)

O (Map) = {

Note que as instancias de Map, criadas automaticamente para listas e para arvores, sao

modificadas de modo a refletir a inclusao da nova defini¢ao de map.
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5.2 Generalizacao Minima

Esta se¢ao apresenta a definicao de uma funcao para calcular a generalizacao minima
(infimo) de um conjunto de tipos simples, de acordo com as ordens parciais definidas
na Secao [4.0]

5.2.1 Semi-Reticulado de Expressoes de Tipos Simples

Dizemos que [u] = [p1] A [po], ou que g = pg A po (€ o infimo de py e pg), se p for
mais geral que p1 e u9, e se for o elemento menos geral com esta propriedade.

O infimo de um conjunto finito ndo-vazio X C T= (A X), é definido como:

Ax_fr o eX=i
puAp se X ={puluX'ep =A\X

A tupla (T2, \,«), onde T é o conjunto de todos os tipos simples, /\ é a operacao
de infimo e « é o elemento minimo da ordem parcial <t sobre tipos simples, forma

um semi-reticulado [Davey & Priestly, 1990] com as seguintes propriedades (provadas
no Apéndice [A):

e Para todo puq, ue € T, existe u = py A ps. Isto €, todo par de elementos de T=

possui um infimo.

e Para todo X C T=, X # (), existe /\ X, i.e. todo subconjunto de T possui um

infimo.
e Toda cadeia decrescentd!] de (T=, <r) ¢ finita.

A Figura [5.1] apresenta um exemplo de um fragmento de um semi-reticulado de

expressoes de tipo simples.

5.2.2 Calculo do Generalizacao Minima de Tipos Simples

A funcdo para o célculo da generalizagdo minima (infimo) de tipos simples, lgen, é
definida recursivamente sobre a estrutura de dois tipos simples 71 e 75 fornecidos como
entrada. Esta funcao utiliza um mapeamento finito ¢ de tipos simples em variaveis de
tipos, para armazenar generalizacoes previamente realizadas. Como exemplo, considere

os seguintes tipos 1, = C'C C e 1, = C Cy Cy e um mapeamento finito . Temos

'Uma cadeia decrescente é uma sequéncia {a,, a,_1,...,a; } de elementos de um conjunto parcial-
mente ordenado (P, <) tais que a1 < ag < ... < an.
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Int—Int

/N

a — Int Int— «

NS

Qg — Q3 [Int]
|
(a1 a2) [a]
NS

|

Q1 Qg

N

Figura 5.1. Fragmento de Semi-Reticulado de Tipos Simples

que lgen 1y 7o = (C' a a, ¢'), onde v é uma nova variavel e ¢’ &€ um novo mapeamento
finito, onde o par de tipos simples (C, Cy) é associado com a variavel a.. Tal associagao
significa que os tipos C e (5 foram generalizados para a variavel de tipos a e, sempre
que estes tipos ocorrerem novamente, ao invés de gerar uma nova varidvel para a
generalizagao destes, é retornada a variavel a que esté associada a este par de tipos no
mapeamento finito ¢. Sempre que um par de tipos (71, 72) é encontrado no mapeamento
@ a variavel associada a eles é retornada; caso contrario, uma nova varavel « é criada

e o mapeamento ¢ é atualizado para refletir esta nova generalizadacao.

A notagao ¢ [(71,72) — «] denota o mapamento finito ¢’ que difere de ¢ apenas
por incluir a associa¢do (71, 7y) — « (para quaisquer outros pares de tipos (7,,7) 0O
resultado de p e ¢’ & idéntico).

A defini¢do da fungao lgené apresentada na Figura[5.2] Nesta defini¢do, a meta-

varidvel X é utilizada para denotar uma variavel ou um construtor de tipos qualquer.

A definicao de uma funcao para calcular o infimo de um conjunto de tipos simples,

lcg, € uma extensao direta da fungao apresentada na Figura [5.2]

leg {1} =7
leg{t} U = lgen(r,7)0
onde: 7" =lcg X

Propriedades sobre a ordem parcial de tipos simples sao enunciadas e demonstradas
no Apéndice [Al Além disso, uma formalizagao do algoritmo apresentado na figura
, utilizando o assistente de provas Coq [Bertot & Castéran, 2004], é apresentada no
Apéndice [B]
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(Xl,QO> Se X1 :X2
(a,0) se X;# Xoe[(X1,Xo) = a]l ey
lgen (X1, X3) ¢ = (v, ") caso contrario, onde:
«a ¢ uma nova variavel
¢ = ¢[(X1, Xs) = a

lgen (111 T12, To1 To2) ¢ = (7 7,¢"), onde: (7,p1) = lgen (111, 721) ¢
(7'/7 SOI) = lgen (7'127 7‘22) P1

(Oé, 90) se [(TLTQ) = Oé] € 2
(a, ') caso contrario, onde
« é uma nova varidvel

¢ = |(11,72) = q

lgen (11, 72) =

Figura 5.2. Definicao da Funcao para Calculo do Infimo de Tipos Simples

5.3 Formalizando Classes de Tipos Opcionais em
Haskell

Para formalizar a definicao opcional de classes de tipos, é necessario estender a sintaxe
da linguagem apresentada na Figura [4.1] para considerar declaragoes de fungdes. A

sintaxe considerada para a declaracao de fungoes é apresentada na Figura

Anotacoes de Tipo Y = 0o
Funcoes fun = z=ep|x=c¢

Figura 5.3. Sintaxe de Declaracgoes

Uma definigdo de fungao é formada por um identificador (o nome da fun¢ao),
uma expressao e, opcionalmente, uma anotagao de tipo.

Além disso, o contexto ©, que armazena informacoes sobre restrigoes geradas a
partir de defini¢oes de classes e instancias, também deve ser estendido, para armazenar
os tipos (inferidos ou anotados) de fungoes sobrecarregadas sem defini¢oes de classes.
Isto é necessario para a construcao de restri¢coes de instancias, quando uma nova defi-
ni¢ao modifica a generalizagao minima de um conjunto de declaragoes. Consideramos
que o contexto © é formado entdo por 3 componentes: © = (0%, O™ ©°), onde O e
O™ contém restricoes de classes e instancias, respectivamente e o terceiro componente,
©°, é uma funcao finita de nomes de classes em conjuntos de tipos, que armazena os
tipos das definicoes de nomes sobrecarregados que nao fazem parte de classes. Utiliza-

mos a notac¢ao O°(C') para representar o conjunto de tipos associados a um nome de
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classe C' e ©°[C' +— X para representar a atualizagdo do conjunto de tipos associado
a C para o conjunto de tipos 2.

Antes de introduzirmos as fungoes utilizadas para atualizar o contexto © e gerar
novas restricoes de classes e instancias, fazem-se necesséarias algumas definigbes. A
funcao renamingVars é responséavel por determinar um conjunto de varidveis que nao
foram introduzidas no processo de generalizacao de tipos. Isto é feito da seguinte

=11 Definimos que o € tv(7) nao foi gerada

maneira: Seja T a generalizagao de {7;}
durante a generalizagao de {7;}*=" se existe uma variavel @’ e uma substituigdao S tal

que o € tv(1;)) e Sa = o
renamingVars(r, {T;}'=1") = {a € tv(7) | Sa = qi, oy € to(7y), ST = T3}

Dados dois tipos o e ¢, a funcao o A ¢’ calcula a generalizacao destes dois tipos
utilizando a fungdo lcg (representada por /\), definida na Secao [5.2]

VaP=71)ANNV&.P=171) = VYan.P=n
onde:
= N{r,7}
V' = renaming Vars(ty, tv(m), {7, 7'})
P =(PUP) [}
a; =tv(P = 1)

A notagao © [0, z :: o' denota a atualizagdo das informagoes relativas a classes e
instancias, em ©, com o objetivo de incluir restrigoes referentes a uma nova definicao
2 :: 0’ de um nome x que possui, como generalizagao minima de suas defini¢oes, o tipo o.
Esta operacao é definida na Figure onde: C, = className x, © = (6% 0" ©°),
Va.Ca = 0%4(C,) e © =0°[C, — 0°(C,) U {a'}].

A funcao className, quando aplicada a uma variavel, retorna um nome de classe
correspondente as suas defini¢oes sobrecarregadas.

As funcoes genClass e genlnst sao responsaveis pela geracao de restrigoes de
classes e instancias respectivamente. A funcao genClass é apresentada na Figura [5.5
Ela recebe como parametros um identificador x e o conjunto de todos os tipos de suas
defini¢oes. A partir do conjunto dos tipos das defini¢oes de x, pode-se determinar os
parametros da classe para este simbolo, que sao exatamente as variaveis de tipo que
foram criadas por generalizacoes, no calculo do infimo do conjunto de tipos de .

A defini¢ao de genlnst utiliza a fungao match, que retorna uma substituigao S

(caso esta exista), tal que ST = 7', para tipos simples 7 e 7/. Esta fungao é definida
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( (65,07 69),0) se 0’ <y, o, onde:
e = 0" U {genlnst(z,0’,0,{Va.Ca})}

((©¢s,0i"* 99),0,)  caso contrario, onde:

Olo, z:: 0] = or=0AN0o’

2= @(fpt(cx>

O = (0 — O%(C,)) U {genClass (z,%)}
{geninst(x,0;,01,%) | 0; € ¥}

Figura 5.4. Fungdo para Atualizagdo de ©

genClass(xz,¥) = Va.C,a@
onde:
C, = className(x)

T = /\TiEE Ti
V. = renaming Vars(t, X)
a=tu(r) =V,

Figura 5.5. Defini¢ao da Funcao genClass.

em termos da funcao mgu, que calcula o unificador mais geral de dois tipos, onde o
primeiro parametro tem suas variaveis de tipo substituidas por novas constantes de
Skolem.

match(r, ") = mgu(ST, 1)

onde:
a=tvr
S =la — K]

K sao novas constantes de Skolem.

A fungao para geragao de restrigdes de instancias é apresentada na Figura [5.6
Ela recebe como pardmetros um identificador x, um tipo da definicao de x para a qual
uma restricao de instancia sera retornada, a generalizacao minima dos tipos de x e um
conjunto dos tipos de todas as defini¢oes deste simbolo, . Intuitivamente, ela calcula
o conjunto de tipos que foram generalizados durante o calculo da generalizacao minima
de x, 09. A restricao de instancia é formada a partir destes tipos e das restrigoes de
01, 0 tipo para o qual a instancia esta sendo gerada.

O processo que computa classes e instancias a partir de definigoes sobrecarregadas

de um simbolo é apresentado na Figura[5.7, como um conjunto de julgamentos da forma
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genlnst(z,01,09,%) = Va.P, = Chn
onde:
o1 :Val.Pl = T1
oo =Vay. P, =
C = className x
S = match (T2, 71)
V =tv(Py, = 1) — renamingVars(m, 2)

5 =5;
n=A{Ya|lSa # a}
a=tvpn

Figura 5.6. Definigdo da Fungao genlnst.

© | I' FP* fun ~» ©;1", que utiliza o algoritmo para inferéncia de tipos (definido na
Secao .

Uma derivacio de © | I' FP* fun ~» ©'; T’ denota que, a partir dos contextos O,
I' e de uma sequéncia de defini¢oes de funcdes fun sao obtidos novos contextos © e
[, tais que: 1) © possui as restri¢oes de classes / instancias induzidas pelas defini¢oes
de funcdes fun e 2) IV possui o tipo de cada funcdo definida (sobrecarregada ou nio).

As regras OPT-End e OPT-Many lidam com conjuntos de defini¢oes de fungoes que
sejam vazios ou que contenham mais de uma definicao de funcao, respectivamente, e
as demais regras consideram uma tunica defini¢ao de fungao. Duas regras (OPT-One-1
e OPT-One-4) lidam com fungoes sem anotagdes de tipos e as outras duas com fungoes
que possuem anotacoes de tipos. Para o caso de fungoes com anotagoes de tipo, as
varidveis de tipos presentes nas anotacoes devem ser substituidas por constantes de

Skolem.

O exemplo a seguir ilustra a utilizagao destas definigoes.

Exemplo 26. Considere novamente o Exemplo [24] onde sdo apresentadas definigoes
da fungao map com os seguintes tipos ¥ = {Vab. (a — b) — [a] — [b],Vab. (a — b) —
T a — T b}, onde T abrevia o construtor de tipos Tree.

Seja Map = className(map) e 7" = A¥Y = (a — b) — ca — cb. Entéo,
temos que a varidvel ¢ ¢ tnica variavel introduzida pela generalizacao dos tipos em
Y, pois: tu(7') — renamingVars(t',¥) = {a,b,c} — {a,b} = {c}. Portanto, de acordo
com a defini¢ao da funcao genClass, a restricao de classe gerada para as defini¢oes de
map do Exemplo [24] é Vc.Map c. As restrigoes de instancia sao geradas a partir das

substituicoes
Sti={c— [1}
ST = {C — T}
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© | T P fun~ ©';T"

OPT-End

O | T+ )~ O;T

O | T P fun ~ ©4;T; O | I'y FP fun~ ©;T”
© | T % fun, fun~ ©;T’

OPT-Many

x & dom(I) I'=T,z:0

©|T,z:[a— K|lokr e::(o/,T1) K sdo novas constantes de Skolem

OPT-One-1
O|THPr=e:0~ O; T
x & dom(I)
O|Tkrex(o) TI"=Tz:o
OPT-0One-2
O FP z=¢~ O; T
©|Ttre:(dI) [(z) =0
/. — - [ .
(©501) =00, x::0] I"'=Tz:o0 or-0mes
O|TFP z=¢~ ;T
O | z:|la— Klokr e (0, 1) K sao novas constantes de Skolem
[(x)=0 (©:01)=0Oo,z::0] T"=T,z:0 S

O|THFP z=c0 ~ 0T’

Figura 5.7. Geracao de Classes a partir de Fungoes

obtidas pelo casamento (matching) de 7/ = (a — b) — ca — c¢b com os tipos de map
para listas, 7p 1 = (d — e€) — [d] — [e], e para arvores, 7t = (d > €) > T d — T e,
respectivamente, eliminando destas todos os pares de renomeamento de varidveis. A
partir de St 7, podemos obter pur ; = [ ] e, com isso, construir a restricao de instancia
Map [ ], para a definigao sobrecarrega da fungao map para listas. A restrigao Map T

para arvores é obtida da mesma maneira.



Capitulo 6

Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho apresentamos um sistema de tipos e um algoritmo de inferéncia para
Haskell que prové suporte a classes de tipos com miiltiplos parametros sem a neces-
sidade de extensoes. Além disso, o trabalho também proproe a definicao de simbolos
sobrecarregados sem a necessidade de uma declaracao de classe.

Um problema recorrente a algoritmos de inferéncia para Haskell é a imposicao de
restricoes a defini¢oes de classes e instancias para garantir terminagao. Neste trabalho
um algoritmo que nao impoe restri¢oes sintaticas sobre defini¢oes de classes e instancias
foi elaborado e a terminacao deste foi provada.

No Capitulo 4] foram apresentados dois sistemas de tipo: um que permite instan-
ciagoes independentes de contexto e um que permite apenas instanciagoes dependentes
de contexto. Como ressaltado nesse mesmo capitulo, o algoritmo de inferéncia de ti-
pos é correto mas nao completo em relagdo ao primeiro sistema de tipos. Esse fato é
decorrente da utilizacao de uma versao nao restrita do problema de satisfazibilidade
de restrigoes e da possibilidade de instanciagoes independentes de contexto que podem
ser utilizadas para obter derivagoes de tipo diferentes para uma mesma expressao, que
possuem traducoes diferentes. Por sua vez, o sistema de tipos que utiliza instanciacoes
dependentes de contexto e a versao restrita do problema de satisfazibilidade é correto
e completo em relagao ao algoritmo de inferéncia proposto.

Um protoétipo do algoritmo de inferéncia de tipos proposto foi implementado e

esta disponivel no seguinte repositorio:
http://github.com /rodrigogribeiro/mptc

tal prototipo foi submetido a diversos testes envolvendo bibliotecas que utilizam classes

com véarios parametros e dependéncias funcionais; além de diversos exemplos presentes
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na literatura, onde comportou-se conforme o esperado. Até o presente momento, so-
mente instancias de problemas de satisfazibilidade construidas a partir da codificacao
de Problemas de Correspondéncia de Post soltiveis fazem com que o algoritmo nao
apresente uma resposta correta.

Demonstracoes de propriedades de correcao do algoritmo de inferéncia proposto
foram realizadas. Além disso, foram demonstradas diversas propriedades de terminagao
e corretude dos algoritmos utilizados para o calculo da generalizacao minima de um
conjunto de tipos simples. Tais algoritmos sao utilizadas para prover suporte a defini¢ao
de simbolos sobrecarregados sem a declaragao de classes e instancias.

Possiveis trabalhos futuros envolvem:

e A formalizagao dos algoritmos propostos em um assistente de provas. Apesar
desse trabalho possuir a formalizagao dos algoritmos propostos, a mecanizagao

de tais provas pode permitir a extragao de algoritmos corretos por construcao.

e Prover suporte a novos recursos da linguagem Haskell: tipos de dados algébricos
generalizados e familias de tipos. Apesar de nesse trabalho argumentarmos contra
o uso de familias de tipos para permitir a utilizacao de classes de tipos com vérios

parametros, tal extensao possibilita uma forma restrita de tipos dependentes em
Haskell.

e Integracao do front-end desenvolvido a um back-end para produzir um compila-

dor Haskell que implemente o sistema de tipos descrito nesta tese.



Apéndice A
Provas

Neste apéndice sao enunciados e provados diversos teoremas sobre o trabalho desen-

volvido nesta tese.

A.1 Ordens Parciais

A.1.1 Pré-Ordem de Tipos Simples

Lema 1. A relagao <r € reflexiva.
Demonstrag¢ao. Para mostrar que p <t p basta considerar S = id. [
Lema 2. A relacao <r € transitiva.

Demonstracao. Suponha jiq, po € pug arbitrarios tais que pu; =<t s e s =7 us. Pela
definicao de =<1 temos que devem existir S; e Sy tais que gy = Sy € e = So 3.

Sendo assim, temos que p; = S g, onde S = Sy 0 5]. H
Corolario 1 (Pré-Ordem de Tipos Simples). A rela¢io <7 é uma pré-ordem.

Demonstragao. Corolario dos Lemas [I] e 2| O

A.1.2 Equivaléncia Médulo Renomeacao de Variaveis

Lema 3. A relagio =1 € reflexiva.
Demonstracao. Consequéncia direta do Lema [l] e da definicao de =-. O
Lema 4. A relagcao =1 € transitiva.
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Demonstracao. Consequéncia direta do Lema [2| e da definicao de =-. O
Lema 5. A relacao =p € simétrica.

Demonstracao. Consequéncia direta da definicao de =n. O]
Corolario 2. A relacio =1 € uma relacao de equivaléncia.

Demonstragao. Corolario dos Lemas [3] [4] e [f O

A.1.3 Ordem Parcial de Tipos Simples

Lema 6. A relacao <p € antisimétrica.

Demonstra¢ao. Suponha p, /' arbitrarios tais que p <t p' e p/ <t p. A prova proce-
dera por indugédo sobre a estrutura de p e analise de casos sobre /. Evidentemente, se
i € uma aplicagao e ¢/ um construtor de tipos (ou vice-versa), ou p e p’ sao diferentes
construtores de tipos temos que as hipoteses p <7 p' e p/ <t p sdo falsas e o resultado

desejado é trivialmente vélido. Considere, entao, os seguintes casos:

e Caso = a: Se i/ = o, temos que o resultado é imediato, uma vez que o =7 «’.
Caso p’ seja uma aplicacao ou um construtor de tipos, temos que a hipotese

i <t p é falsa e o resultado é trivialmente valido.

e Caso u=1T: Se p/ =a’ ou i/ = py1 p112, & hipotese u <t u’' é falsa e o resultado

trivialmente valido. Caso p/ =T, temos que p =1 1.

e Caso u = p11 p12: Evidentemente, se p/ é uma variavel ou aplicacao, o resultado é
imediato, pois a hipotese p <t ' é falsa. Logo, considere que p' = pg; po2. Pela
hipotese de indugao, temos que 11 =T 21 € f21 =T Mo €, portanto, u =7 ',

conforme requerido.

Corolario 3 (Ordem parcial de tipo simples). A relagio <z € uma ordem parcial.
Demonstragao. Corolario dos Lemas [3] [4] e [6] O

Lema 7 (Elemento minimo da ordem parcial sobre tipos simples). Seja g um tipo

simples qualquer. Entdio a <t u, onde o € uma varidvel de tipo.

Demonstracao. Suponha p e « arbitrarios. Para mostrar que o <t p basta existir

uma substitui¢do S tal que S a = p. Basta considerar S = [a — p]. O
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A.1.4 Semi-Reticulado de Expressoes de Tipo Simples

Teorema 1 (Existéncia de infimo para pares de tipos simples). Para todo iy, ps € T=,

existe p = py N\ pa.

Demonstragao. Por inducao sobre a estrutura de p, e analise de casos sobre a estrutura
de ps. Nos casos em que a estrutura de uy é diferente da estrutura de g o resultado é
imediato, ja que o tnico infimo possivel é alguma variavel de tipo a. Considere, entao,

0s seguintes casos:

e Caso u e g sao variaveis de tipos. Entao, p1 = ay e pus = ay para variaveis oy
e ag. Seja = a. Como S = [ — «ay] e Sy = [ — ), temos que a1 <t a e
ap <7 «. Suponha p’ arbitrario tal que a1 <t p’' e ag < p’. Neste caso, devem
existir S| e S} tais que S|’ = ay e S5’ = as. Pela defini¢ao de aplicagao de
substitui¢oes, temos que /' = o, para alguma variavel o/. Uma vez que a =t o,

temos que « é o infimo de a7 e as.

e Caso 1 e j9 sao construtores de tipos. Entao g = 17 e g = T3 para construtores

de tipos T} e T,. Considere os seguintes casos:

— Caso T} = T»: Seja = T,. E evidente que se Ty = Th, pn = T é tal que

w <t T, u <t Theéomenor u com esta propriedade.

— Caso T # Ts: Seja p = «, para alguma variavel de tipo . Uma vez que
S1=lar Ti] e Sy = [a— Ty, temos que T} <t «a e Ty <t a. Suponha p’
arbitrario tal que T} <t p' e Ty <t p'. Neste caso, devem existir S} e S}, tais
que S|’ =Ty e Sy’ = T,. Pela definicao de aplicagao de substituigoes,
temos que i’ nao deve ser uma aplicagdo ou um construtor de tipos, pois
isso contradiria a suposicao de que 17 # Ty. Portanto p/ = o/, para alguma

variavel o/. Como a =1 o, temos que o = T1 A T conforme requerido.

e Caso pu1 e pg s@o aplicagoes. Entao pu1 = (u11 pi2) € o = (fo1 fo2) para tipos
M11, M12, f21 € H2o. Pela hipotese de inducgao, devem existir p; e p, tais que
= g1 A fi21 € py = fii2 A floa. Seja i = pu ppy. Uma vez que fy = pan A por e
L = 12 A\ fog, temos que existem Sy e Sy tais que Sy = p11 € So i = f12. Com
isso, temos que (S20.57)(fy pr) = p1. De maneira similar, temos que existem 5] e
Sh tais que SY py = o1, Sy pr = proa € (5% 0 .S7)(tu pr) = p2. Portanto, temos que
1 <t iy fr € pz <7 iy pir. Suponha p' arbitrario tal que puy <g p' e po <p p.
Uma vez que p; e uy sdo aplicagoes, p/ também o é; e portanto existem p, e

pp tais que p' = pg py. Como piy = pi1y prag € p1 <t g’ temos que p11 <t flg
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e f12 <t pp. De maneira similar para ps temos que poy <t fig € oo < [lp-

Portanto, y/ <t u, conforme requerido.
O

Teorema 2 (Existéncia de infimo para conjuntos nao vazios de tipos simples). Para
todo X C T, X # 0, existe \ X.

Demonstragao. Indugao sobre | X| utilizando o Teorema ]

Seja x(u) uma fungao que retorna o nimero de construtores de tipos e aplicagoes

presentes em p. Mais formalmente, y : 7= — N:

x(a) =0
x(T) =1
X(pa p2) = 14 x(p) + x(p2)

Lema 8. Se p11 <7 o e p1 & [112] entao x(p1) < x(p2).

Demonstracao. Suponha que py <t s e py € [p2]. A prova sera por indugao sobre a
estrutura de p; e analise de casos sobre a estrutura de pp. Os casos nos quais 11 =7 fio
sao imediatos, ja que contradizem a suposi¢ao de que p; & [us]. Considere agora os

seguintes casos:

1. Caso pu; = a. Neste caso, temos que x(«) = 0. Evidentemente, como o ¢ [p1 =

al, temos que fio € uma aplica¢do ou um construtor de tipos. Portanto, p1 <t ps.

2. Caso p; = Tj. Neste caso, temos que x(77) = 1. Como py <t p2, temos que
pe = T1, o que contradiz a suposi¢ao de que py & [ua]. Logo, x (1) < x(u2).

3. Caso p1 = i1 fr12- Neste caso, temos que X (p1 pn2) = 1+ x(pa1) + x(p2)-
Evidentemente, como po & [11 = p11 p12], temos que po é uma variavel de tipo

ou uma aplicacao tal que pig = po1 o onde piyg & [/i21]7 pi2 & [M22]7 f11 < o1
e 12 < fg9. Pela hipotese de indugao, temos que x(p11) < x(po1) € x(p12) <

X(#22). Logo, 14 x (1) +x(p12) < 14 x(p21) +x(po2) e portanto, x(u1) < x(pe2)
conforme requerido.

Teorema 3. Toda cadeia decrescente de (T=, <) € finita.
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Demonstracao. Suponha, por contradicao, que exista uma cadeia decrescente infinita
de (T=,<t) e esta seja C = puy < po <7 .... Pelo Lema , temos que C' s6 pode
ser infinita se a fungao x(u) decrescer infinitamente. Mas como a imagem de y é o
conjunto N e esta funcao é definida para todo p € T=, temos que (T=, <t) ndo possui

cadeias decrescentes infinitas. OJ

Lema 9. Sejam 1 e uo dois tipos simples tais que p = py A o e que ' = lgen juq iz @,

para algum mapeamento finito p. Entao, u =1 1.

Demonstracao. Inducao sobre a estrutura de p; e anélise de casos sobre a estrutura de

2. [l

Teorema 4. Suponha X um conjunto nao vazio de tipo simples e que = N\ X e que

W =1leg X. Entao = 1.

Demonstragao. Indugao sobre |X| utilizando o Lema[9] ]

A.2 Satisfazibilidade de RestricOes
Teorema 5 (Corretude de -52%%). Se © -5%%5 P~ S entao © I+ S P, para cada S € S.

Demonstracao. Por inducao sobre a derivacao de © F53*s P ~.» S. O tnico caso
interessante é o da regra SInst. Sejam™ = C e A = sats(m, ©). Se A =), o teorema
é trivialmente verdadeiro. Assim, suponha que A # 0 e que (S,Q,CH,) € A. Pela
defini¢ao de sats, isso significa que Va. Py = Cpq, € ©, onde @ = tv(Py = Cpy),
e PP = Cpu=[aw— B|Py = C, Pelaregra Inst temos que ©, Py IF O, ¢é
provéavel. Além disso, temos que © F53% Q ~» Sy, onde Q = S[a ~ 3] Py, e assim,
pela hipotese de indugao, temos que (1) © I S'Q é valido para todo S € Sg. Uma
vez que, ©, Py IF C' i, € provavel, temos pela regra Subst, que (2) ©, Sy Py IF Sy C iy,
onde Sy = S’ S[@ + B]. De (1) e (2) temos, pela regra Trans, que © |- Sy C 7, ¢
provavel. Ja que ST = S[a — B]H,, temos que O I+ S’ S CTi é provével. ]

Teorema 6 (Completude of -52%%). Se © I S P entao existe S’ € S tal que S'P = S P,
onde © 59t P~ S,

Demonstra¢ao. Inducao sobre SP em © I+ S P. ]
Teorema 7 (Corretude de F¥52%). Se ©, ®j 5% P~ S entao © 595 P~ S.

Demonstracao. Inducao sobre a derivagao de ©, &g 52 P~ S, O
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Teorema 8 (Terminagao de F*2%). A computagio de ©,®y % P ~ S termina

para qualquer P e ©.

Demonstracao. Para provar que a computacao de O, P, F*%2* P ~. S termina para
qualquer P, considere que uma recursao infinita somente pode acontecer se um niimero
infinito de restri¢goes unificarem com uma cabega de instancia my presente em © (esta é
a tnica possibilidade, ja que existem finitas instancias em ©). Mas isto nao é possivel,
uma vez que para cada nova restricao m que unifica com 7y, temos que, pela defini¢cao de
Oy, 7|, que P(mg) ¢ atualizado para um valor distindo de todos os valores anteriores
(caso contrario ®[m, w| produziria Fail e a computagao termina). A terminagao de
0, ®y 52 P~ S segue do fato que () pode assumir apenas um conjunto finito de
valores, para todo my. Isto pode constatado pelo fato de que, para qualquer ®(my) =
(1,1I), a inser¢ao de um nova restrigdo em Il diminui k£ — &', onde k é o ntumero finito
de todos os possiveis valores que pode ser inseridos em II e &’ ¢ a cardinalidade de
I1. O decréscimo deste valor faz com que ® também diminua (ja que existem somente
finitas cabegas de instancia myp em ©). De maneira similar, a cada passo deve existir
algum ¢ tal que [.v; diminui, e isso s6 pode acontecer um niumero finito de vezes.
Portanto, podemos concluir que a computacao de ©, @, 53t P~ S sempre termina

para qualquer P. O

A.3 Reducao de Contexto

Teorema 9 (Corretude de F31"P). Se ©, ® 5™ P~ Q ¢ provdvel, entio ©,Q |- P

¢ provdvel e Q ndo pode ser mais simplificado, i.e. ©, ® S Q) ~ Q.

Demonstragao. Inducao sobre a derivacao de ©, ® 51 P~ (). [

A.4 Inferéncia de Tipos

Teorema 10 (Corretude de 7). Se © | I'tre : (P=1,5) entio® | I'Fe: P=

T.

Demonstragao. Por indugao sobre a derivagao de © | I'Fr e : (P = 7,5), realizando
anélise de casos sobre a tultima regra utilizada nesta derivagao. Considere os seguintes

Casos:

e Caso (VAR1): Neste caso, temos que e = z, para alguma varidvel x e que existe

oc=Va.Q = 7 talque '(z) =oceque P =7 =[f — al@ = 7. Logo,
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temos que o <y; P = 7 e, portanto, pela regra (VAR) podemos deduzir que

© | I' F x: P = 7, conforme requerido.

e Caso (ABS7): Neste caso, temos que e = Az.e/, 7= Saeque®© | '[z:a| Fr e
(P = 711,S). Pela hipotese de indugao, temos que © | 'z :a] F €' : P =7 ¢,
portanto, pela regra (ABS) podemos concluir que © | I' = Az.e’ : P = 7 — 7,

conforme requerido.

e Caso (APP;): Neste caso, temos que e = e;e9, O | I' b1 e : (P = 71,51),
O | T Fre:(Py=m,58),7=58aSS=5050cS5 ¢S =mgu{n =
Ty — a}). Pela hipotese de indugdo, temos que © | I' ey : P = 7 — 7
e©® | I' ke : P, = m, portanto, pela regra (APP) podemos concluir que
© | Tk e e: (PLUP) = 7, conforme requerido.

e Caso (LETy): Neste caso, temos que e = letx = ejiney, O | ' Fre 1 (Q =
7,8, 0 = gen(©,1,Q = 7) e © | I'lx : 0] F1 ea : (P = 7,5). Pela
hipotese de inducao, temos que © | T' - e : Q = 7/, 0 = gen(0,T,Q = 7/),
© | I'[z: 0] Fey: P = 7 e, portanto, pela regra (LET) temos que © | ' F

letx = ejiney : P = 7, conforme requerido.

]

Teorema 11 (Corretude de F; em relagio a FP). Se © | T'kre : (P = 1,9) entdo
existe © | TFP e : (P = 71,9 tal que S <5 §'.

Demonstragao. Por indugdo sobre a derivagdo de © | I'Fr e : (P = 7,5), realizando
analise de casos sobre a ultima regra utilizada nesta derivacao. Considere os seguintes

Casos:

e Caso (VAR;): Neste caso, temos que e = x, para alguma variavel x e que existe
c=VaQ ="rtalquel(z) =0, P=7=[3r—alQ=71eS =id Logo,
temos que 0 <y P = 7 e, portanto, pela regra (VAR) podemos deduzir que
O | T P z:(P=r7,id) e id <s id, conforme requerido.

e Caso (ABSy): Neste caso, temos que e = Az.e/, 7= Saeque®© | T'[z:a| Fre:
(P = 71,5). Pela hipétese de indugao, temos que © | I'[x :a] FP € : P = 7
e, portanto, pela regra (ABS) podemos concluir que © | I' F2 \z.e/: (P =1 —

11,5) e S <g S, conforme requerido.

e Caso (APP;): Neste caso, temos que e = e1e9, © | T' b1 e : (P = 71,51),
© | T Fre:(P=m,58),7=S8aS=50S50S5 ¢S =mgu({n =
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75 — a}). Pela hipotese de indugdo, temos que © | I' FP ey : Py = 7 — 7
e® | I' FP ey : P, = 75, portanto, pela regra (APP) podemos concluir que
O|THFP ejeg: ((PLUP) = 7,508 08508))eS <g S, conforme requerido.

e Caso (LETy): Neste caso, temos que e = letz = ejines, © | I' Freg : (Q =
7,5, 0 = gen(©,1,Q = 7) e O | I'lzr : 0] F1 e : (P = 7,5). Pela
hipotese de indugao, temos que © | T' FP ¢, : Q = 7/, 0 = gen(0,T,Q = 7'),
© | Tz :0] FP ey : P = 71 e, portanto, pela regra (LET) temos que © | T' P

letz =ejiney : (P =1,5) e S <s S, conforme requerido.
O]

Teorema 12 (Completude de -1 em relagao a ="). Se © | T FP e : (P = 7,8) entdo
existe S" tal que © | T'kFre : (P=1,5) ¢S <g 5.

Demonstrac¢ao. Por indugao sobre a derivagdo de © | I'tFp e @ (P = 7,5), realizando
anélise de casos sobre a tultima regra utilizada nesta derivagao. Considere os seguintes

Casos:

e Caso (VAR): Neste caso, temos que e = x, para alguma variavel x e que existe
oc=VaQ =71talquel(z) =0, P=717=[3—alQ = 71eS =id Logo,
temos que 0 <y P = 7 e, portanto, pela regra (VAR;) podemos deduzir que

O | T k; z: (P = 7,id), conforme requerido.

e Caso (ABS): Neste caso, temos que e = Az.e/, T=Saeque® | ['[z:a] FP ¢ :
(P = 71, 5). Pela hipotese de indugao, temos que © | I'[x:a] F; e : P =7 ¢,
portanto, pela regra (ABS;) podemos concluir que © | T' F; Az.e : (P =71 —

71, 5), conforme requerido.

e Caso (APP): Neste caso, temos que e = e; ey, © | T' FP ey : (P = 71,51),
O | T e:(Py= 1,5%),7T=58a8=50S50S5 eS8 =mgu{n =
Ty — «}). Pela hipotese de indugdo, temos que © | I' Fre; : PL = m — 7
e © | I' by ey : P, = 7, portanto, pela regra (APP;) podemos concluir que
O|TkFree:((PRUP)=T1,505 05;05), conforme requerido.

e Caso (LETP): Neste caso, temos que e = letx = eyiney, © | ' FP ey : (Q =
7,8, 0 = gen(O,,Q = 7)) e ® | I'lx : o] F? ey : (P = 7,5). Pela
hipotese de indugao, temos que © | I' F; e1 : Q = 7/, 0 = gen(0,I',Q = 7'),
O | T'[x: 0] Fyey: P= 7 e, portanto, pela regra (LET;) temos que © | T' F;

letx =ejiney : (P = 71,.5), conforme requerido.
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A.5 Instanciacoes Dependentes de Contexto

Teorema 13. Se © | I' FP e : (P = 71,5) entio em todos os contextos Cle] e todo
IV tal que T <, TV e® | IV P Cle] : (P = 7/,8") € provdvel para algum P' = 7' ¢
S’ temos que S <g 5.

Demonstragdo. Indugao sobre © | T' 2 e : (P = 7,9). O

A.6 Semantica

Teorema 14 (Coeréncia). Para quaisquer derivagoes A, A de® | TP e¢: (P = 1,95)
e® | VP e: (P =r1,05), respectivamente, onde T'(z) = I'(x) para todo x livre in e,
temos que [© | THP e: (P=1,9)],=[0 | ["FP e: (P =1,9)],.

Demonstra¢ao. Como I' e IV atribuem o mesmo tipo para todo x livre em e e as regras

do sistema de tipos sdo dirigidas por sintaxe, temos que A e A’ sdo iguais. O






Apéndice B

Algoritmo para Generalizacao

Minima em Coq

Antes de descrever a formalizagao do algoritmo de generalizagdo minima em Coq,

apresentaremos uma breve introdugao ao assistente de provas Coq.

B.1 Introducao ao Assistente de Provas Coq

Coq é um assistente de provas baseado no calculo de construgoes indutivas (CIC)
[Bertot & Castéran, 2004, um A-calculo tipado de ordem superior, estendido com defi-
nigoes indutivas. A demonstracao de teoremas em Coq é baseada nas idéias da chamada
correspondéncia BHK[Y], onde tipos representam férmulas logicas, A-termos represen-
tam provas, e a tarefa de verificar se um termo é a uma prova de uma dada férmula
corresponde 4 tarefa de verificacdo de tipos [Sgrensen & Urzyczyn, 2006].

Porém, escrever um termo cujo tipo corresponde a uma determinada férmula
logica é tarefa drdua, mesmo para proposicoes simples. Visando simplificar a tarefa de
provar teoremas, Coq prové tdticas, que sao comandos para auxiliar o desenvolvedor
na construcao de provas. A Figura apresenta um trecho de codigo Coq no qual sao
utilizados alguns recursos desta linguagem — tipos, fungoes e defini¢oes de provas. Este
exemplo apresenta a definicao do tipo de dados nat que representa nimeros naturais
em representacao unaria, utilizando os construtores 0 e S, que representam o numero
0 e a operacao de sucessor, respectivamente. A anotacao Set, presente na defini¢ao do

tipo nat, indica que este tipo pertence ao universo Setﬂ.

! Abreviacao de correspondéncia de Brower, Heyting, Kolmogorov, de Bruijn e Martin-Lof. Essa
correspondéncia é também denominada como o “Isomorfismo de Curry-Howard”.
2 A linguagem de tipos de Coq classifica todo tipo de dados utilizando universos. O universo Set é

103
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Inductive nat : Set :=
| O : nat | S : nat -> nat.
Fixpoint plus (n m : nat) : nat :=
match n with
| 0 =>m
| S n’> =>8S (plus n’ m)
end.
Theorem plus_O_r : forall n, plus n O = n.
Proof.
intros n. induction n as [| n’].
(¥xCase n = 0x*x) reflexivity.
(¥xCase n = S n’ *x*) simpl. rewrite -> IHn’. reflexivity.
Qed.

Figura B.1. Codigo Coq de Exemplo

O comando Fixpoint ¢é utilizado para definir funcoes por recursao estrutural.
Toda fungao em Coq deve ser total. Tal restricao é imposta para garantir que a logica
associada & linguagem Coq é consistente.

Além da possibilidade de declarar novos de tipos e func¢oes, Coq permite a de-
finicao e prova de teoremas. A Figura [B.I] apresenta um teorema simples sobre a
fungao plus: para qualquer valor n, de tipo nat, plus n 0 = n. O comando Theorem
permite a definicao de uma féormula logica que desejamos demonstrar e inicia o modo
de construcao interativa de provas, onde taticas pode ser utilizadas para produzir um
termo que corresponde & prova da féormula em questao. Apos o enunciado do teorema
plus_0O_r, é iniciada a construgao interativa da prova deste teorema. Inicialmente

temos que provar o seguinte objetivo:

Apo6s o comando Proof., podemos utilizar taticas para construir passo a passo um
termo de um determinado tipo. A primeira téatica utilizada na prova deste teorema
é a tatica intros, que é utilizada para mover premissas e variaveis universalmente
quantificadas do objetivo para as hipoteses. Como resultado da aplicacao da téatica
intros temos que a variavel quantificada n foi movida do objetivo para as hipoteses,

resultando na seguinte configuracao:

utilizado para definir tipos cujos termos representam valores (programas) e o universo Prop ¢é utilizado
para definir tipos cujos termos represem provas.
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plus n 0 = n

Provamos que plus n 0 = n por inducgao sobre a estrutura de n, usando a téatica
induction, que gera um objetivo para cada construtor do tipo nat. Apods usar a tatica

induction temos que provar os seguintes objetivos:

2 subgoals

subgoal 2 is:
plus (S n’) 0 = S n’

A igualdade plus 0 0 = 0 é trivialmente verdadeira, pela definigdo da fungao plus.
A tatica reflexivity demonstra tais igualdades reduzindo ambos os lados de uma

igualdade para formas normais. O préximo objetivo a ser provado é:

n’ : nat

plus (S n’) 0 = S n’

A tatica induction gera automaticamente a hipdtese de indugao IHn’ para este teo-
rema. Para finalizar esta prova, devemos, de alguma maneira, transformar o objetivo
em um equivalente que permita-nos utilizar a hipotese de indugao. A tética simpl
pode ser utilizada para realizar reducgoes no objetivo, com base na definicao da funcao
plus. Com isso temos:

n’ : nat

IHn’ : plus n’ 0 = n’

Agora o objetivo possui como subexpressao o lado esquerdo da hipotése IHn’ e, por-
tanto, podemos utilizar a tatica rewrite para reescrever uma hipotese de igualdade.

Com isso, obtemos:

Finalmente, o objetivoS n’ = S n’ pode ser provado utilizando a tatica reflexivity.

O script de téticas para provar o teorema plus_0_r constréi o termo apresentado na
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fun n : nat =>
nat_ind
(fun n0O : nat => n0 + 0 = n0) (eq_refl 0)
(fun (n’ : nat) (IHn’ : n’> + 0 = n’) =>

eq_ind_r (fun n0 : nat => S n0 = S n’)
(eq_refl (S n’)) IHn’) n
forall n : nat, n + O = n

Figura B.2. Termo que representa a prova do teorema plus_O_r.

Figura , que é construido com o principio de indugéoﬁ para numeros naturais,
nat_ind:
nat_ind

forall P : nat -> Prop,

P O -> (forall n : nat, P n -> P (S n)) ->

forall n : nat, P n

nat_ind espera como pardmetros uma properiedade sobre ntmeros naturais (um
valor de tipo nat -> Prop), uma prova de que esta propriedade é valida para
zero (um valor de tipo P 0) e uma prova de que se esta propriedade é valida
para um ndmero natural arbitrario n, entdo ela vale para S n (um valor de tipo
forall n : nat, Pn -> P (S n)). Além do uso de nat_ind, gerado pela tatica
induction, o termo da Figura usa o construtor do tipo que representa igualdades
“eq_refl” criado pela tatica reflexivity, e o termo eq_ind_r (gerado pela tatica
rewrite), que nos permite concluir que P y é verdadeiro sempre que P x e x = y sdo
provaveis. Ao invés de usar taticas para provar teoremas, podemos construir manu-
almente termos do CIC para prova-los. Porém, mesmo para teoremas simples como
plus_0_r, esta é uma tarefa complexa pois, exige um conhecimento detalhado do sis-
tema de tipos do CIC.

Mesmo teoremas simples como plus_0_r necessitam de diversas taticas para se-
rem provados. Visando facilitar a tarefa de provar teoremas complexos, Coq fornece al-
gumas ferramentas para automagao, a saber: combinadores de taticas, uma linguagem
de dominio especifico para definir taticas e taticas que implementam procedimentos de
decisao para algum subconjunto especifico de formulas logicas. Apresentaremos essas
caracteristicas por meio do exemplo da figura (B.3

Combinadores de taticas (também chamados de tacticals ou taticas de ordem

superior)[Bertot & Castéran, 2004] sdo taticas que recebem como pardmetro outras

3Para cada definicdo de tipos de dados, Coq gera automaticamente um principio de indu-
¢ao. Detalhes sobre o processo de construcao de tais principios podem ser encontrados em
[Bertot & Castéran, 2004, Capitulo 14]
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taticas. O script de taticas do teorema plu_O_r_1 usa dois combinadores de taticas:
“try” e ;.

A tatica try T, onde T é uma tética qualquer, comporta-se exatamente como T,
exceto que, se T falha entao try T deixa o objetivo inalterado, sem qualquer mensagem
de erro.

A tatica T ; S aplica a tatica S a todos os objetivos gerados pela aplicagao da

tatica T sobre o objetivo corrente. No teorema plus_O_r_1, a tatica

induction n as [| n’] ; simpl ; try (rewrite IHn’) ; reflexivity

@,

usa o combinador “;” para aplicar simpl ; try (rewrite IHn’) ; reflexivity aos
dois objetivos gerado pela tatica induction. A anotacao “as [| n’]” é um padrao de
introdugé(ﬂ e é utilizado para especificar quais nomes de varidveis serao introduzidas
em cada sub-objetivo. De maneira geral, padroes de introducao sao especificados como
uma lista de nomes entre colchetes, separados por “|”.

Ainda considerando este exemplo, temos o uso da tatica rewrite pelo combinador
try. Este uso é necessario pois o primeiro objetivo, gerado pela tatica induction, nao
possui uma igualdade (a hipdtese de indugao) que possa ser reescrita para finalizar a
prova.

Em algumas situacoes, é interessante aplicar uma tatica apenas quando o ob-
jetivo, ou hipoteses, possuem um determinado “formato”. Coq prové uma linguagem
de dominio especifico para escrever taticas, denominada Ltac, que possui construgoes
para realizar casamento de padrao sobre hipoéteses e objetivos. Na Figura te-
mos a defini¢ado de uma téatica, denominada simple_induction, para provar o teorema
plus_0_r2. Assim como na prova do teorema plus_0_r1, combinadores sao utilizados.
A definigao de simple_induction utiliza a sintaxe de Ltac para casamento de padrao
sobre hipoteses e objetivos. A construgao match goal with ... end permite definir
que a execu¢ao de uma tatica seja condicionada ao formato de hipéteses e do objetivo
atual. No exemplo, temos que a tatica rewrite H é executada apenas se existir uma
hipétese H : ?x + 0 = ?7x, onde ?x é uma varidvel que pode unificar com qualquer
termo. Para cada componente que ocorre em uma construgao match goal, o simbolo
“]-" & utilizado para separar hipoteses (& esquerda) do objetivo (& direita).

Em Coq, existem diversas taticas capazes de provar automaticamente férmulas
pertencentes a algum subconjunto especifico da logica. Um exemplo deste tipo de
tatica é auto, que implementa um algoritmo de prova automatica baseado em reso-

lugao, similar ao utilizado por Prolog. A tatica intuition é utilizada para aplicar

4Traducdo livre: introduction pattern.
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Theorem plus_O_r_1 : forall n, plus n O = n.

Proof .
intros n.
induction n as [| n’] ; simpl ;
try (rewrite IHn’) ; reflexivity.
Qed.

Ltac simple_induction x :=
induction x ; simpl ;
try (match goal with
| [H: ?x + 0 =7%x |- _ = _ 1 => rewrite H
end) ; auto.

Theorem plus_O_r2 : forall n, n + O
Proof .

simple_induction n.
Qed.

Il
=

Theorem omega_ex
forall x y z t, x <=y <=2z /\ 2z <=t <= x -> x = t.
Proof.
intros x y z t H ; omega.
Qed.

Figura B.3. Codigo Coq de Exemplo

simplificacoes para féormulas da logica intuicionista e a tatica omega implementa um
procedimento de decisao para provar féormulas da aritmética de Presburger, sem quan-
tificadores. Maiores detalhes sobre taticas e sobre a linguagem de defini¢ao de taticas
podem ser encontrados nos Capitulos 8 e 9 de [Team, 2012].

Um recurso interessante de Coq é a possibilidade de definir tipos de dados que
combinem partes logicas e valores. Tais tipos sao conhecidos na literatura como espe-
cificagoes fortes|Bertot & Castéran, 2004], uma vez que permitem definir fun¢oes que
produzem, nao apenas um resultado, mas também uma prova de que este resultado
possui alguma propriedade de interesse. Como um exemplo, considere o tipo sig,
chamado de “tipo subconjunto”, definido na biblioteca padrao de Coq como:

Inductive sig (A : Set) (P : A -> Prop) : Set :=
| exist : forall x : A, P x -> sig A P.

O tipo sig é usualmente representado em Coq utilizando a seguinte sintaxe {x : A |
P(x)}. O tipo sig possui um tnico construtor: exist, que possui dois parametros. O
primeiro parametro x, de tipo A, representa o valor, e o segundo parametro, de tipo P
x, denota o “certificado” de que o valor x tem a propriedade especificada pelo predicado

P. Como exemplo, considere:

forall n : nat, n <> 0 -> {p | n = S pl.
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Este tipo pode ser utilizado para especificar uma funcao que retorna o predecessor de
um numero natural n, junto com uma prova de que o valor retornado é predecessor
de n. A definicao de uma fungao de tipo sig requer a especificacao do certificado.
Assim como em teoremas, taticas podem ser utilizadas na definicdo de tais funcoes.
Por exemplo, considere a seguinte definigao de uma fungao que retorna o predecessor
de um dado ntimero natural, se este é diferente de zero:
Definition pred_certified : forall n : mnat, n <> 0 -> {p | n = S p}.

intros n H.

destruct n as [| n’].

(¥*xCase n = 0%*x)

destruct H. reflexivity.

(¥xCase n = S n’%*x)
exists n’. reflexivity.
Defined.

Outro exemplo de tipo que pode ser usado para especificagoes em Coq é o tipo

sumor, definido na biblioteca padrao como:

Inductive sumor (A : Set) (B : Prop) : Set :=

| inleft : A -> sumor A B | inright : B -> sumor A B

O tipo sumor A B pode ser escrito utilizando o seguinte agtcar sintatico (ou, na
terminologia de Coq, notagdo): A + {B}. Este tipo pode ser usado como o tipo de
uma funcao que retorna um valor de tipo A, ou retorna uma prova de que alguma
propriedade especificada por B é valida. Como exemplo, o seguinte tipo pode ser
utilizado para especificar uma funcao que retorna o predecessor de um nimero natural,

ou uma prova de que o nimero fornecido como paradmetro é igual a zero.
{p I n =28 p} + {n = 0}

Visando facilitar a tarefa de construir fungoes cujos tipos envolvem especificagoes
fortes, M. Souzeau desenvolveu a tatica Program|Team, 2012 [Sozeau, 2007, que per-
mite a definicao de fungoes sem a necessidade de especificar as partes correspondentes
ao certificado logico do resultado. Os componentes logicos de uma funcao definida
utilizando a tética Program podem ser especificados apds sua declaragao, provando
obrigagoes geradas automaticamente. O préximo exemplo utiliza a tatica Program
para a definicao de uma funcao.

Program Definition pred_cert (n : nat) : {p | n =S p} + {n = 0} :=
match n with

| 0 => inright _ | S p => inleft (exist _ p _)

end.

Next Obligation. auto. Defined.
Next Obligation. auto. Defined.
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Ocorréncias do caractere “_” na definicao de pred_cert representam termos que serao
preenchidos quando da demonstracao de obrigacoes de prova. Para a defini¢ao anterior,
as seguintes obrigacoes (ambas provadas pela tatica auto) sao geradas:

Obligation 1 of pred_cert:
forall n : nat, 0 = n -> 0 = 0.

Obligation 2 of pred_cert:

forall n p : nat, S p=mn ->8S p =S p.

Podemos especificar que uma tatica T seja aplicada automaticamente para resolver
obrigacoes, utilizando o comando Obligation Tactic := T. No exemplo anterior,
para resolver todas as obrigacoes, bastaria especificar a tatica auto para ser apli-
cada automaticamente. Caso reste alguma obrigacao a ser provada apds a execugao
da tética especificada pelo comando Obligation Tactic, podemos utilizar o comando
Next Obligation para provar a proxima obrigagao restante.

O comando Extraction pred_certified descarta os componentes logicos da
fungdo pred_certified e gera uma implementacao desta em OCaml [Team., 2012],
Haskell [Jones, 2002] ou Scheme [Dybvig, 2009]. O codigo OCaml gerado para
pred_certified é apresentado a seguir.

(** val pred_cert : nat -> nat *x)
let pred_cert = function

| 0 -> assert false (* absurd case *)
| S n0O -> no0

B.2 Calculo da Generalizacao Minima em Coq

Nesta secao, descrevemos uma formalizagao, em Coq, do algoritmo apresentado na
Secao para calculo da generalizacao minima de tipos simples. Para isso, devemos
primeiramente definir um tipo em Coq para representar tipos simples. Utilizamos
valores de tipo nat para representar identificadores para variaveis e construtores de
tipos. Desta maneira, definimos do seguinte modo o tipo ty para representar tipos
simples:
Inductive ty : Set :=

| var : nat -> ty

| con : nat -> ty

| app : ty -> ty -> ty.

Mapeamentos finitos (¢) entre pares de tipos e variaveis de tipos sdo representados

por triplas contendo dois valores de tipo ty, e um ntmero natural que representa um
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identificador de uma nova variavel. A seguinte definicao é utilizada para representar

mapeamentos finitos:

Definition phi := list (ty * ty * nat).

Mapeamentos finitos devem prover duas operagoes: inserir uma nova entrada em
um mapeamento e verificar se existe uma entrada para um dado par de tipos. Uma
vez que mapeamentos sao representados como listas, a inser¢ao de uma nova entrada
é apenas o construtor “cons’’| do tipo de dados lista.

A funcao lookup_phi implementa a operagao de verificar se existe uma entrada
associada a um par de tipos, em um dado mapeamento finito. Em caso positivo, o
ntmero natural que representa o identificador da variavel de tipo associada a este par
é retornado como resultado. O tipo de lookup_phi usa o predicado In, definido na
biblioteca padrao de listas em Cof} A definicio de lookup_phi ¢ feita utilizando a
tatica Program, apresentada na Segao [B.I que gera automaticamente obrigacoes de
prova para garantir que a funcao em questao estd de acordo com a especificacao dada
por seu tipo [Team, 2012, [Sozeau, 2007].

Na Figura ¢ apresentado o codigo da fungao lookup_phi que, dados dois
tipos 7,7 e um mapeamento ¢, verifica se o dominio de lookup_phi contém o par
(1,7'), isto &, se existe n tal que (7,7, n) ocorre na lista que representa . A defini¢ao
de lookup_phi produz 8 obrigagoes (uma para cada equacao que define esta fungao),
que sao resolvidas pela tética definida na Figura[B.5] Esta tética realiza simplificagoes
utilizando as taticas program_simpl e intuition, que simplificam defini¢oes feitas
usando Program e aplicam todas as possiveis simplificagoes para formulas da logica
intucionista, sobre as hipoteses e objetivos, respectivamente. Na sequéncia, esta tatica
elimina quantificadores existenciais, disjuncoes, igualdades e contradi¢oes, que podem
aparecer durante a execucao desta tatica sobre cada obrigacao de prova.

Uma parte importante da implementagao da funcao lgen em Coq é a criagao de
novas variaveis de tipos. Podemos considerar que uma variavel de tipos é nova, se
esta nao ocorre previamente. Para implementar a geracao de novas variaveis, seguimos
a abordagem comumente utilizada por algoritmos de inferéncia de tipos: usar um
contador|Peyton Jones et al., 2007]. Cada vez que o algoritmo necessita de uma nova
variavel, esta é gerada a partir do valor atual do contador, que é entao incrementado
para ser utilizado posteriormente.

Desta maneira, a definicao da fungao lgen deve possuir como parametro adicional

um numero natural que sera utilizado para a criacao de novas variaveis de tipo. Este

5“cons” é o nome usual do construtor utilizado para inserir um novo elemento em uma lista.

60 predicado In x 1 & verdadeiro apenas se e somente se o elemento x pertence a lista 1.
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Program Fixpoint lookup_phi (t t’> : ty) (1 phi)
{n | In (t,t’,n) 1} + {° exists n, In (t,t’,n) 1}
match 1 with
| nil => inright
| x 1> =>
match x with
| (a,b,c) =>
match eq_ty_dec t a, eq_ty_dec b t’ with
| left _, left _ => inleft (exist c _)
| right _, left _ =>
match lookup_phi t t’ 1’ with
| inleft x => inleft X
| inright _ => inright _ _
end
| left _, right _ =>
match lookup_phi t t’ 1’ with
| inleft x => inleft X
| inright _ => inright _ _
end
| right _, right _ =>
match lookup_phi t t’ 1’ with
| inleft x => inleft X
| inright _ => inright _ _
end
end
end
end.
Figura B.4. Defini¢ao da fung¢ao lookup_phi.
Obligation Tactic := program_simpl ; intuition ;
repeat (match goal with
| [H : ex _ |- _1 =>
let v := fresh "v" in destruct H as [v H]
| [H : False |- _] => destruct H
| [H: _ \/ _ |- _1 => destruct H
| [H: _ = _ 1- _]1 => inverts* H end).

Figura B.5. Tética para resolver obrigacoes de prova de lookup_phi.
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Program Fixpoint max_list (1 : list nat)
{n | forall n’, In n’> 1 ->n > n’} :=
match 1 with
| nil => 0
| x :: 12 =>
match max_list 1’ with
| x> => match le_gt_dec x x’ with
| left _ => S x°
| right _ => S x
end
end
end.

Figura B.6. Fungao max_list.

Obligation Tactic := program_simpl ; intuition ;
repeat (match goal with
| [H - \/ _ |- _1 => destruct H ; subst
| [H : context[In _ _ -> _1,
H1 : In _ _ |- _]1 => apply H in H1 ; try omega
end) .

Figura B.7. Téatica para resolver obrigagoes de max_list.

parametro é devidamente inicializado, com um valor que é maior do que qualquer
varidvel que ja tenha sido utilizada previamente. Para obter este valor, utilizamos a
funcdo max_list, definida na Figura [B.6], que retorna o sucessor do maior elemento de

uma dada lista de nimeros naturais.

Novamente, utilizamos tipos para codificar a especificacao da funcao definida e
todas as obrigagoes de prova sao resolvidas pela tatica apresentada na Figura [B.7, que
realiza simplificacoes e, na sequéncia, elimina disjungoes e implicagoes que possuam o
predicado In em seu lado esquerdo. Desigualdades aritméticas geradas sao resolvidas
pela téatica omega, que é um procedimento de decisao para féormulas da aritmética de
Presburguer|Team, 2012].

O valor inicial do contador utilizado na fungao lgen para a criacao de novas
varidveis é o resultado de aplicar a funcao max_list sobre a lista de variaveis de tipo
dos tipos de entrada da funcao lgen.

Para formalizar a fungao para o calculo da generalizacao minima de dois tipos,
precisamos definir uma relacao de ordem parcial sobre tipos simples. Ao invés de utili-
zarmos uma definicdo baseada em substituigoes (como apresentado na Segao ,
vamos usar um predicado recursivo, que captura a no¢ao de quando um tipo é menor

que outro. Este predicado ¢é apresentado a seguir.
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Inductive leq_ty : ty -> ty -> Prop :=
| leq_var : forall n t, leq_ty (var n) t
| leq_con : forall n, leq_ty (con n) (con n)
| leq_app : forall 1 r 1’ r’, leq_ty 1 1’ ->
leq_ty r r’ ->
leq_ty (app 1 r) (app 1’ r’).

O construtor leq_var denota o fato de que uma variavel é mais geral do que qualquer
outro tipo simples e 1leq_con representa que um construtor de tipos pode ser somente
a generalizagao de si proprio. Finalmente, uma aplicagao app 1 r é mais geral que app
1’ r’ seléuma generalizagao de 1’ e r é mais geral que r’. A partir desta ordenagao
sobre tipos simples, podemos expressar o fato que um tipo t1 é a generalizacao minima
de dois tipos simples t e t’ utilizando a seguinte defini¢ao:

Definition least_gen (t t’ tl1 : ty) :=

leg_ty t1 t /\ leq_ty t1 t’> /\
forall u, leq_ty u t /\ leq_ty u t’ -> leq_ty u tl.

Na Figura[B.§ temos a definigao da funcao para calculo da generalizagao minima de dois
tipos simples em Coq. Esta fungao recebe como parametros dois tipos, um mapeamento
finito e um ntmero natural, que representa a tultima variavel gerada pelo algoritmo.
Este niimero ¢é utilizado para a criagao de novas varidveis. A fungao lgen_aux retorna
como resultado uma tripla, composta por um tipo, que é a generalizacao minima dos
tipos fornecidos como parametro, um mapeamento finito e um ntmero natural, pos-
sivelmente atualizados. A definicao desta funcao segue o algoritmo apresentado na
Figura [5.2| e seu codigo é longo devido ao casamento de padrao exaustivo utilizado.
Todas as obrigacoes de prova geradas pela fungao lgen_aux sao provadas pela tatica
definida na Figura [B.9] que expande a definicdo least_gen e realiza simplificagoes
utilizando as taticas intuition e program_simpl. A fungao lgen_aux espera como
pardmetro um namero natural, que serd utilizado para gerar novas variaveis. Para
finalizar a definicao do algoritmo para o calculo da generalizacao minima, devemos
fornecer o valor adequado para este parametro de 1gen_aux, que deve ser o resultado
da funcao max_1list aplicada ao conjunto de variaveis dos tipos fornecidos como paréa-
metro. A seguinte defini¢ao, construida utilizando taticas, realiza a tarefa de combinar
estas fungoes.

Definition 1lgen (t t’ : ty) : {tl | least_gen t t’ ti1}.

destruct (max_list (fv t ++ fv t’)) as [v H].
destruct (lgen_aux t t’ nil v) as [[t1 [phi m]] Ht1].

simpl in *. exists* tl.
Defined.
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Program Fixpoint lgen_aux (t t’> : ty) (1 : phi) (m : nat)
{p | least_gen t t’ (@fst ty (phi * nat) p)} :=
match t,t’ with
| var n, var n’ =>
match eq_nat_dec n n’ with

| left _ => exist _ (var n, (1, m)) _
| right _ =>
match lookup_gen_list (var n) (var n’) 1 with
| inleft (exist x _) => exist _ (var x, (1,m)) _
| inright _ => exist _ (var m, ((var n, var n’,m) :: 1, S m))
end
end
| var n, con n’ =>
match lookup_gen_list (var n) (con n’) 1 with
| inleft (exist x _) => exist _ (var x, (1,m)) _
| inright _ => exist _ (var m, ((var n, con n’,m) :: 1, S m)) _
end

| var n, app f r =>
match lookup_gen_list (var n) (app f r) 1 with
| inleft (exist x _) => exist _ (var x, (1,m)) _
| inright _ => exist _ (var m, ((var n,app f r,m) :: 1, S m)) _
end
| con n, con n’ =>
match eq_nat_dec n n’ with

| left _ => exist _ (con n, (1,m))
| right _ =>
match lookup_gen_list (con n) (com n’) 1 with
| inleft (exist x _) => exist _ (var x, (l,m)) _
| inright _ => exist _ (var m, ((con n,con n’,m) :: 1, S m)) _
end

end
| con n, var n’ =>
match lookup_gen_list (con n) (var n’) 1 with
| inleft (exist x _) => exist _ (var x, (1,m)) _
| inright _ => exist _ (var m, ((con n, var n’,m) :: 1, S m)) _
end
| con n, app f r =>
match lookup_gen_list (con n) (app f r) 1 with
| inleft (exist x _) => exist _ (var x, (1,m))
| inright _ => exist _ (var m, ((con mn, app f r,m) :: 1, S m)) _
end
| app £ r, con n =>
match lookup_gen_list (app f r) (con n) 1 with
| inleft (exist x _) => exist _ (var x, (1,m)) _
| inright _ => exist _ (var m, ((app f r, con n,m) :: 1, S m)) _
end
| app £ r, var n =>
match lookup_gen_list (app f r) (var n) 1 with
| inleft (exist x _) => exist _ (var x, (1,m)) _
| inright _ => exist (var m, ((app f r, var n,m) :: 1, S m)) _
end
| app £ r, app £’ r’ =>
match lgen_aux f £’ 1 m with
I (t,(1°,m*)) =>
match lgen_aux r r’ 1’ m’ with
| (t?, (17°, m??’)) => exist (app t t2, (1°°, m’>?))

end
end
end.

Figura B.8. Funcao para célculo da generalizagao minima.
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Obligation Tactic :=

unfold least_gen in * ; program_simpl ; intuition ;
repeat (match goal with
| [H : leq_ty _ _ |- _] => invertsx H
| [H : ?n = ?n -> False |- _] => destruct H ; auto
end) .

Figura B.9. Téactica para provar as obrigacoes de prova de 1lgen_aux

Primeiramente, obtemos o sucessor do maior identificador de variaveis presentes nestes
tipos e o chamamos de v. O valor v é fornecido como argumento para lgen_aux,
que produz uma tripla formada por um tipo t1, um mapeamento finito phi e um
numero natual m. O primeiro componente desta tripla, t1, é o resultado desejado, que
é entao utilizado como argumento da tatica exists*, que termina a definicao de 1gen,

provando que esta definicao esta de acordo com a especificacao dada por seu tipo.



Referéncias Bibliograficas

[Augustsson, 1998] Augustsson, L. (1998). Cayenne—a language with dependent ty-
pes. Em ICFP ’98: Proceedings of the third ACM SIGPLAN international conference
on Functional programming, pp. 239--250, New York, NY, USA. ACM.

[Baader & Nipkow, 1998| Baader, F. & Nipkow, T. (1998). Term rewriting and all
that. Cambridge University Press, New York, NY, USA.

[Bertot & Castéran, 2004| Bertot, Y. & Castéran, P. (2004). Interactive Theorem Pro-
ving and Program Development, Coq’Art: The Calculus of Inductive Constructions.

Springer-Verlag.

[Camarao & Figueiredo, 1999] Camarao, C. & Figueiredo, L. (1999). Type inference
for overloading without restrictions, declarations or annotations. Em Fuji Interna-

tional Symposium on Functional and Logic Programming, pp. 37-52.

[Camarao et al., 2004] Camarao, C.; Figueiredo, L. & Vasconcellos, C. (2004).
Constraint-set satisfiability for overloading. Proceedings of the 6th ACM SIGPLAN

international conference on Principles and practice of declarative programming -
PPDP’04, pp. 67--77.

[Camarao et al., 2009] Camarao, C.; Ribeiro, R.; Figueiredo, L. & Vasconcellos, C.
(2009). A Solution to Haskell’s Multi-Parameter Type Class Dilemma. Proceedings

of the Brazilian Symposium on Programming Languages.

[Camarao et al., 2007] Camarao, C.; Vasconcellos, C.; Figueiredo, L. & ao, N. J.
(2007). Open and closed worlds for overloading: a definition and support for co-

existence. Journal of Universal Computer Science, 13(6):874--890.

[Chakravarty et al., 2005a] Chakravarty, M. M. T.; Keller, G. & Jones, S. P. (2005a).
Associated type synonyms. Em ICFP ’05: Proceedings of the tenth ACM SIGPLAN

international conference on Functional programming, pp. 241--253, New York, NY,

USA. ACM.

117



118 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[Chakravarty et al., 2005b] Chakravarty, M. M. T.; Keller, G.; Jones, S. P. & Marlow,
S. (2005b). Associated types with class. ACM SIGPLAN Notices, 40(1):1--13.

[Chen & Xi, 2005] Chen, C. & Xi, H. (2005). Combining programming with theorem
proving. Em In ICFP ’05: Proceedings of the tenth ACM SIGPLAN international
conference on Functional programming, pp. 66--77. ACM Press.

[Chen et al., 1992] Chen, K.; Hudak, P. & Odersky, M. (1992). Parametric type classes.
Em LFP ’92: Proceedings of the 1992 ACM conference on LISP and functional
programming, pp. 170--181, New York, NY, USA. ACM.

[Committee, 2012] Committee, H. P. (September 2012). Haskell multiparameter type

class dilemma.

[Damas & Milner, 1982] Damas, L. & Milner, R. (1982). Principal Type-Schemes for
Functional Programs. pp. 207--212.

[Davey & Priestly, 1990| Davey, B. A. & Priestly, H. A. (1990). Introduction to Lattices
and Order. Cambridge University Press.

[Duggan & Ophel, 2002] Duggan, D. & Ophel, J. (2002). Type-checking multi-
parameter type classes. J. Funct. Program., 12(2):133--158.

[Dybvig, 2009] Dybvig, R. K. (2009). The Scheme Programming Language. MIT Press,
fourth edigao.

[Faxén, 2002] Faxén, K.-F. (2002). A static semantics for haskell. J. Funct. Program.,
12(5):295--357.

[Frithwirth, 1995| Frithwirth, T. (1995). Constraint handling rules. Em Constraint
Programming: Basics and Trends, LNCS 910, pp. 90--107. Springer-Verlag.

[Hall et al., 1996] Hall, C. V.; Hammond, K.; Peyton Jones, S. L. & Wadler, P. L.
(1996). Type classes in haskell. ACM Trans. Program. Lang. Syst., 18(2):109--138.

[Hudak et al., 2007] Hudak, P.; Hughes, J.; Jones, S. P. & Wadler, P. (2007). A history
of haskell: being lazy with class. Em HOPL III: Proceedings of the third ACM

SIGPLAN conference on History of programming languages, pp. 12—1--12-55, New
York, NY, USA. ACM.

[Jones, 1995a| Jones, M. P. (1995a). Qualified types: theory and practice. Cambridge
University Press, New York, NY, USA.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 119

[Jones, 1995b| Jones, M. P. (1995b). Simplifying and improving qualified types. Em
FPCA ’95: Proceedings of the seventh international conference on Functional pro-
gramming languages and computer architecture, pp. 160--169, New York, NY, USA.
ACM.

[Jones, 2000| Jones, M. P. (2000). Type Classes with Functional Dependencies. Pro-
ceedings of the 9th Furopean Symposium on Programming Languages and Systems,
(March).

[Jones & Diatchki, 2008] Jones, M. P. & Diatchki, I. S. (2008). Language and program
design for functional dependencies. Em Haskell '08: Proceedings of the first ACM
SIGPLAN symposium on Haskell, pp. 87--98, New York, NY, USA. ACM.

[Jones & Diatchki, 2009] Jones, M. P. & Diatchki, I. S. (2009). Language and program
design for functional dependencies. ACM SIGPLAN Notices, 44(2):87.

[Jones, 2002] Jones, S. P., editor (2002). Haskell 98 Language and Libraries: The
Revised Report. http://haskell.org)/.

[Jones et al., 1997| Jones, S. P.; Jones, M. & Meijer, E. (1997). Type classes: exploring
the design space. Em Proceedings of the ACM Haskell Workshop.

[Kiselyov et al., 2010| Kiselyov, O.; Jones, S. P. & Shan, C.-c. (2010). Fun with Type
Functions. Em Roscoe, A. W.; Jones, C. B. & Wood, K. R., editores, Reflections on
the Work of C.A.R. Hoare, History of Computing, chapter 14, pp. 301--331. Springer

London, London.

[Milner, 1978| Milner, R. (1978). A Theory of Type Polymorphism in Programming.
Journal of Computer and System Sciences, (17):348--375.

[Mitchell, 1996] Mitchell, J. C. (1996). Foundations of programming languages. MIT
Press, Cambridge, MA, USA.

[Peyton Jones et al., 2007| Peyton Jones, S.; Vytiniotis, D.; Weirich, S. & Shields,
M. (2007). Practical type inference for arbitrary-rank types. J. Funct. Program.,
17(1):1--82.

[S. P. Jones and others, 1998| S. P. Jones and others (1998). GHC — The Glasgow
Haskell Compiler website. http://www.haskell.org/ghc/.

[S. P. Jones and others, 2012| S. P. Jones and others (2012). GHC — The Glasgow
Haskell Compiler Version 7.4.2. Users Guide. http://www.haskell.org/ghc/.



120 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[Schrijvers et al., 2008] Schrijvers, T.; Jones, P. & Others (2008). Type checking with
open type functions. ACM SIGPLAN Notices, 43(9).

[Smith, 1991] Smith, G. (1991). Polymorphic type inference for languages with overlo-
ading and subtyping. PhD thesis, Cornell Univ.

[Serensen & Urzyczyn, 2006 Sgrensen, M. & Urzyczyn, P. (2006). Lectures on the
Curry-Howard Isomorphism. Number v. 10 in Studies in Logic and the Foundations

of Mathematics. Elsevier.

[Sozeau, 2007| Sozeau, M. (2007). Subset coercions in coq. Em Proceedings of the 2006
international conference on Types for proofs and programs, TYPES 06, pp. 237--252,
Berlin, Heidelberg. Springer-Verlag.

[Strachey, 2000] Strachey, C. (2000). Fundamental Concepts in Programming Langua-
ges. High-Order and Symbolic Computation, 13(1-2):11--49.

[Stuckey & Sulzmann, 2005| Stuckey, P. J. & Sulzmann, M. (2005). A theory of over-
loading. ACM Trans. Program. Lang. Syst., 27(6):1216--1269.

[Sulzmann et al., 2007| Sulzmann, M.; Chakravarty, M. M. T.; Jones, S. P. & Donnelly,
K. (2007). System f with type equality coercions. Em TLDI ’07: Proceedings of
the 2007 ACM SIGPLAN international workshop on Types in languages design and
implementation, pp. 53--66, New York, NY, USA. ACM.

[Sulzmann et al., 2006a| Sulzmann, M.; Duck, G.; Peyton-Jones, S. & Stuckey, P.

(2006a). Understanding functional dependencies via constraint handling rules.

[Sulzmann et al., 2006b| Sulzmann, M.; Schrijvers, T. & Stuckey, P. J. (2006b). Prin-
cipal type inference for ghcstyle multi-parameter type classes. Em In Proc. of
APLAS’06.

[Sulzmann et al., 2006¢| Sulzmann, M.; Wazny, J. & Stuckey, P. J. (2006¢c). A fra-
mework for extended algebraic data types. Em In Proc. of FLOPS 06, volume 3945
of LNCS, pp. 47--64. Springer-Verlag.

[Team, 2012| Team, C. D. (September 2012). The Coq proof assistant reference ma-

nual, version 8.4.

[Team., 2012] Team., I. O. (2012). Objective Caml (OCaml) programming language
website. http://caml.inria.fr/.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 121

[Voigtlédnder, 2008| Voigtlédnder, J. (2008). Asymptotic improvement of computations
over free monads. Em Proceedings of the 9th international conference on Mathema-
tics of Program Construction, MPC 08, pp. 388--403, Berlin, Heidelberg. Springer-
Verlag.

[Volpano, 1994| Volpano, D. M. (1994). Haskell-style overloading is np-hard. Em In
Proceedings of the 1994 International Conference on Computer Languages, pp. 88--
94.

[Volpano & Smith, 1991| Volpano, D. M. & Smith, G. (1991). On the complexity
of ml typability with overloading. Em Proceedings of the 5th ACM Conference on
Functional Programming Languages and Computer Architecture, pp. 15--28, London,

UK. Springer-Verlag.

[Vytiniotis et al., 2011] Vytiniotis, D.; Jones, S. L. P.; Schrijvers, T. & Sulzmann, M.
(2011). Outsidein(x) modular type inference with local assumptions. J. Funct.

Program., 21(4-5):333-412.

[Wadler & Blott, 1989] Wadler, P. & Blott, S. (1989). How to make ad-hoc poly-
morphism less ad hoc. Proceedings of the 16th ACM SIGPLAN-SIGACT symposium
on Principles of programming languages, pp. 60--76.

[Watt, 1990] Watt, D. A. (1990). Programming language concepts and paradigms.
Prentice-Hall, Inc., Upper Saddle River, NJ, USA.



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de Figuras
	Introdução
	Objetivos
	Contribuições
	Metodologia
	Organização do Trabalho

	A Linguagem Haskell
	Módulos
	Anotações de Tipo
	Sintaxe de Listas
	Definições de Funções
	Casamento de Padrões
	Guardas

	Tipos de Dados Algébricos
	Conclusão

	Sobrecarga Dependente de Contexto em Haskell
	Introdução
	Sobrecarga Dependente de Contexto em Haskell
	Classes de tipo

	Ambiguidade
	Definição de Ambiguidade
	Ambiguidade em Haskell
	Análise sobre a abordagem de Haskell para ambiguidade

	Classes de Tipos com Múltiplos Parâmetros
	Introdução
	Trabalhos Anteriores para Verificação e Inferência de Tipos

	Dependências Funcionais
	Introdução
	Verificação e Inferência de Tipos

	Famílias de Tipos
	Introdução
	Verificação e Inferência de Tipos

	O Dilema dos Projetistas de Haskell
	Problemas da Abordagem Usada por Haskell Para Sobrecarga
	Conclusão

	Sistema de Tipos
	Introdução
	Sintaxe
	Termos
	Sintaxe de Tipos e Kinds

	Substituições
	Contextos de Tipos
	Provabilidade de Restrições
	Ordens Parciais
	Expressões de Tipos Simples
	Ordem Parcial de Tipos
	Ordem Parcial de Substituições
	Ordem Parcial de Contextos de Tipos

	Satisfazibilidade de Restrições
	Critérios de Terminação

	Redução de Contexto
	Especialização de Tipos
	Conjunto de Restrições Satisfazíveis
	Fechamento de Conjunto de Restrições
	Proposta para Especialização de Tipos

	Definição do Sistema de Tipos
	Simplificação de Tipos
	O Sistema de Tipos

	Inferência de Tipos
	Incompletude e Ambiguidade

	Solucionando o Problema de Incompletude
	Sistema de Tipos Para Instanciações Dependentes de Contexto

	Semântica
	Aspectos de Implementação
	Conclusão

	Classes de Tipos Opcionais em Haskell
	Motivação
	Generalização Mínima
	Semi-Reticulado de Expressões de Tipos Simples
	Cálculo do Generalização Mínima de Tipos Simples

	Formalizando Classes de Tipos Opcionais em Haskell

	Conclusão e Trabalhos Futuros
	Provas
	Ordens Parciais
	Pré-Ordem de Tipos Simples
	Equivalência Módulo Renomeação de Variáveis
	Ordem Parcial de Tipos Simples
	Semi-Reticulado de Expressões de Tipo Simples

	Satisfazibilidade de Restrições
	Redução de Contexto
	Inferência de Tipos
	Instanciações Dependentes de Contexto
	Semântica

	Algoritmo para Generalização Mínima em Coq
	Introdução ao Assistente de Provas Coq
	Cálculo da Generalização Mínima em Coq

	Referências Bibliográficas

