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Resumo

A programacao logica é caracterizada principalmente pela interpretacao de férmulas
logicas como programas. Essas formulas sao utilizadas para provar objetivos e essas
provas sao interpretadas como a execucao do programa (computagao). Esse paradigma
¢ interessante pela formalidade das especificacoes, herdada da logica utilizada, o que
facilita a prova de algumas propriedades importantes que nao estariam tao claras se o
programa fosse implementado imperativamente, por exemplo.

Entretanto, uma légica precisa de algumas caracteristicas essenciais para ser a
base de uma linguagem de programacao. Mais especificamente, é necessario que a
busca por provas possa ser feita de maneira “bem-comportada”, no sentido de existir
uma forma deterministica de fazer essa busca. Devido a essa restri¢ao, somente algumas
logicas, ou mesmo fragmentos de légicas, podem ser implementados como linguagens
de programagao. Como consequéncia disso essas linguagens ficam também limitadas,
muitas vezes nao apresentando aspectos bésicos como modularizacao, abstragao de
dados ou concorréncia. A linguagem de programacao logica mais popular, Prolog, é
um exemplo claro da existéncia de tais problemas.

Desde a popularizacao desse paradigma de programacao, foram feitas varias ten-
tativas no sentido de aumentar a expressividade da légica utilizada para se obter uma
linguagem mais completa e ainda puramente logica. Entre as contribuicoes mais sig-
nificativas estao LO [Andreoli & Pareschi, 1991] e A-Prolog [Nadathur & Miller, 1988,
cujas logicas conseguem capturar a modularizacao, abstracao de dados e alguns aspec-
tos de concorréncia. Porém, as logicas que implementam essas linguagens ainda sao
fragmentos (da logica linear, no caso de LO, e da logica classica, no caso de A-Prolog).

A impossibilidade de se implementar uma linguagem de programacao com toda a
logica classica motivou o estudo da logica linear, que pode ser completamente utilizada
para se implementar uma linguagem. Recentemente foi proposto um refinamento da
logica linear, caracterizado pelo uso de subexponenciais, que podem ser interpretados
como locations (repositorios de dados). Com essa nova logica, foi possivel provar a
correspondéncia entre algoritmos e busca por provas.

Essa dissertacao de mestrado apresenta uma implementacao para a logica linear
com subexponenciais. Além disso, para mostrar o aumento de expressividade da logica,
estao codificados alguns sistemas de provas na linguagem implementada. Também é
mostrada a implementacao de uma linguagem imperativa cuja especificagdo semantica
dos comandos é feita utilizando a logica linear com subexponenciais. Dessa forma,
¢ possivel observar de maneira clara como os algoritmos correspondem & busca por
provas.
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Abstract

Logic programming is defined as the use of logic formulas representing programs and
proof search of these formulas as the execution of the program (computation). This is
an interesting paradigm because of the specifications’ formality, which is inherited from
the logic itself and facilitates the proof of some properties that would not be so obvious
if the program was written in an imperative programming language, for example.

However, a logic needs to have some important characteristics to be the basis
of a programming language. Namely, it is necessary that the proof search is “well-
behaved”, meaning that there is a deterministic procedure to look for proofs. Due to
this restriction, only a few logics, or parts of it, can be implemented as a programming
language. As a consequence, these languages are also limited, not having some basic
features such as modularization, data abstraction or concurrency. The most popu-
lar logic programming language, Prolog, is an example of such limited programming
languages.

Since the popularization of the logic programming paradigm, numerous attempts
have been made to increase the expressiveness of the underlying logic, so that the
programming language obtained has more features yet still purely logic. Among
the most significant contributions are LO [Andreoli & Pareschi, 1991| and A-Prolog
|[Nadathur & Miller, 1988|, whose logics can capture modularization, data abstraction
and some aspects of concurrency. Nevertheless, the logics implemented are still frag-
ments (of linear and classical logic, respectively).

The impossibility to implement a programming language with the whole classical
logic is the main motivation for the study of linear logic, which, in contrast, is a
programming language itself. Recently a refinement of the linear logic was proposed
with the use of subexponentials, interpreted as locations in the language. With this
new logic, the correspondence between algorithms and proof search could be proved.

This master dissertation presents an implementation for the linear logic with
subexponentials. In order to show the increase of expressiveness of the logic, it is
shown the codification of some sequent calculus proof systems in the new language.
It also presents the implementation of a simple imperative programming language.
The semantics of this language is described using linear logic with subexponentials,
therefore it is possible to execute a program using this logic’s implementation and it
becomes clear the correspondence between algorithms and proof search.

xiil






Lista de Figuras

1.1
1.2

3.1

3.2
3.3

3.4
3.5
3.6
3.7

4.1
4.2
4.3
4.4

4.5
4.6
4.7

5.1
5.2
2.3
5.4
3.5
2.6

Regra de inferéncia para o conectivo A, na logica classica. . . . . . .. .. 3
Regra cut para a logica classica LK. . . . . . . . .. .. ... ... ... 5

Calculo de sequentes para a logica classica. Nas regras V, e J;, a variavel ¢
nao ocorre livteem 'ou A. . . . . . . . . . ... 12
Prova do principio do terceiro excluido. . . . . . . . . .. ... ... ... 13
Calculo de sequentes para a logica intuicionista. Nas regras V, e J;, a
varidvel ¢ nao ocorre livre em I' ou C, e C representa uma férmula ou

nenhuma. . . . . . . .. e 14
Regras de inferéncia para os operadores exponenciais. . . . . . . . .. . .. 17
Prova do principio do terceiro excluido na légica linear. . . . . . . . . . .. 19
Leis de DeMorgan para a légica linear. . . . . . . .. .. .. .. ... ... 19
Sistema de calculo de sequentes diddicos e one-sided para a logica linear.

Na regra [V|, a variavel ¢ ndo aparece livieem I'. . . . . . . .. ... ... 20
Regras de inferéncia para dois tipos de conjuncao. . . . . . . . . .. .. .. 22
Prova da equivaléncia entre os dois tipos de conjungao. . . . . . . . .. .. 23
Regras de inferéncia para os dois tipos de exponenciais. . . . . . . .. . .. 23
Especificacao das operacoes sobre o contexto. Nessa figura, 1 € I, j € S,

S C 1, e o conectivo bindrio x € {=,C,C}. . . . ... ... ... ... ... 24
Prova sem utilizar focusing. . . . . . .. ..o 27
Prova utilizando focusing. . . . . . . .. .. oo L 27

Regras de inferéncia para a logica linear SELLF com focusing. Nessa figura,
a assinatura dos subexponenciais tem a seguinte propriedade: C C W.
Além disso, L é uma lista de formulas, I' € um multiconjunto de formulas
e literais positivas, A, é uma literal de polaridade positiva, P é uma literal
nao negativa, S é uma literal ou férmula positiva e N é uma férmula negativa. 30

Regra de conjuncao a direita para a logica classica. . . . . . ... .. ... 31
Regra de implicacao a direita para a logica classica. . . . . . . . . .. . .. 31
Implementacao das conjuncoes de SELLF em A-Prolog. . . . . . . ... .. 32
Implementacao dos subexponenciais de SELLF em A-Prolog. . . . . . . .. 33
Reescritade acomo B. . . . . . . . . . . ..o 34

Céalculo de sequentes G1m para a logica minimal. Nessa figura, I'y e I's
sao multiconjuntos de féormulas e C' é uma férmula; nas regras 4L e VR, a
varidgvel c ndo é livieem I"'ou Cyed e {1,2}. . . .. ... ... .. .. 36

XV



5.7 Lcim: Especificacao para o sistema GIm.. . . . . . . . ... ... ..... 36
5.8 Calculo de sequentes para a logica intuicionista com multi-conclusao mLJ. 38
5.9 L,.rs: Especificagao para o sistema légico intuicionista com multi-conclusao

mLJ. . e e 38
5.10 Célculo de sequentes para o sistema focado com multi-conclusao para a

logica intuicionista LJQ. . . . . . . . .. .o 39
5.11 Lo« Especificacdo do sistema LJQ* . . . . .. . ... ... ... ... 39
5.12 Classes sintaticas de BAG. . . . . . . . . . .. ... .. .. ... ... 40
5.13 Ordenacao de um vetor em BAG. . . . . . .. ... ... ... ... .... 47

XVl



Lista de Tabelas

4.1 Divisao dos operadores da logica linear em assincronos e sincronos.

xvii

26






Sumario

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1 Introducao

1.1
1.2
1.3

Logica como sistema formal . . . .. .. .. ... ... ... ... ...
Calculo de sequentes . . . . . . . . . ...
Implementacao de interpretadores logicos . . . . . . . .. ... ... ..

2 Revisao da literatura

2.1
2.2

Principais trabalhos . . . . . . .. .. oo
Solugbes existentes . . . . . ... Lo

3 Loégicas

3.1
3.2

3.3

Logica Cléssica . . . . . . . . . o
Logica Intuicionista . . . . . . . . .. ..o oo
3.2.1 Clausulasde Horn . . . . . . .. .. ... .. ..
3.2.2 Foérmulas de Harrop . . . . . . . . . .o
Logica Linear . . . . . . . . . . . . . .

4 Loégica Linear com Subexponenciais

4.1

4.2

4.3
4.4

Légica Linear com Subexponenciais . . . . . . . . . . .. .. ... ...
4.1.1 Sintaxe . . . . ..o e
4.1.2  Subexponenciais . . . . . .. ...
Locations . . . . . .
4.2.1 Verificando se um location é vazio . . . . . . . .. .. ... ..
4.2.2 Instanciagao e criagao de locations . . . . . . .. ... ... ..
Focusing . . . . . . . .
Operadores delay . . . . . . . . . .

Xix

vii

xi

xiii

XV

xvii

=0 DN =

~ =

11
11
13
15
16
16



5 Implementacoes

5.1 Implementagao da logica linear com subexponenciais . . . . . . .. ..
5.2 Utilizando SELLF como uma meta-légica . . . . . .. ... .. .. ...
5.2.1 Especificacao de sistemas de calculo de sequentes . . . . . . ..
5.2.2 Implementacao da linguagem BAG . . . . ... ... ... ...
5.3 Alinguagem BAG . . . . .. ..
5.3.1 Sintaxe . . . . . . ..
5.3.2 Semantica . . . . . . . ...
5.3.3 Aritmética . . . . . .. ..
534 Exemplo . . . . . ...
6 Conclusao
6.1 Resultados . . . . . . . . ..
6.2 Trabalhos futuros . . . . . . . .. .. ..

A Cédigo-fonte
A.1 TImplementacao de SELLF . . . . . . . . . . ... .. ... .. ...
A1l Assinatura . . . . . ...
A.1.2 Codigo-fonte . . . . . . ..
A.2 TImplementagdo de GIm . . . . . . . . . .. ... ...
A2.1 Assinatura . . . . ...
A.2.2 Codigo-fonte . . . . .. ..
A.3 Implementagao de MLJ . . . . . . . . ... ... ... ... ...
A3.1 Assinatura . . . . . ...
A.3.2 Codigo-fonte. . . . . . ..
A.4 TImplementacao de LJQ* . . . . . . . . . ...
A4 Assinatura . . . . ...
A4.2 Codigo-fonte. . . . . . ..
A5 Implementagdo de BAG . . . . . . . . ... ... ...
A5 1 Assinatura . . . .. ...
Ab5.2 Codigofonte. . . . . . ..o

Referéncias Bibliograficas

XX

31
31
33
34
38
39
40
41
46
47

49
49
49

51
o1
o1
23
29
99
60
61
61
62
63
63
63
64
64
65

67



Capitulo 1

Introducao

O papel principal da computacao é a resolugao de problemas de maneira automatizada.
Para isso, existem algoritmos (sequéncias finitas de passos) que processam dados de
entrada e apresentam uma saida ao finalizar esse processamento. Os dados de entrada
sao, em geral, uma instancia do problema que se quer resolver. Considere, por exemplo,
o problema do caixeiro viajante: percorrer um conjunto de cidades de modo que a
distancia total viajada seja a menor possivel. Os dados de entrada para esse problema
(informagoes necessérias para a resolugao) seriam o conjunto de cidades, as distancias
entre as mesmas e aquelas que devem ser percorridas. Isso caracteriza uma instancia
do problema. Um algoritmo pode ser implementado de modo que ele resolva qualquer
instancia, bastando apenas alterar os dados de entrada.

Entretanto, para que a maquina consiga resolver esse problema é necessario que
o algoritmo (passos para resolucao) e os dados de entrada sejam representados de
modo apropriado. A linguagem natural, embora funcione muito bem para humanos,
¢ muito complexa e aberta a interpretacoes para uma maquina. Dessa maneira, é
preciso “traduzir” o problema para uma linguagem mais formal e exata, que possa
ser processada por uma maquina. Essa traducao é feita em varios niveis até chegar
no conjunto de instrugoes do processador da maquina, que, por sua vez, ¢ executado
com alteracoes de alta e baixa voltagens no sinal elétrico (1’s e 0’s). A primeira parte
da traducao consiste na abstracao dos dados do problema em entidades matematicas
(fungobes, relagoes, restrigoes, grafos, etc.). Em geral, isso facilita a escolha do método
de resolugao, ja que existem algoritmos comprovadamente eficientes para resolucao de
problemas mais gerais nessas estruturas. No caso do nosso exemplo, a abstracao feita
¢ a representacao das cidades como vértices em um grafo e da distancia entre elas
como arestas com peso entre as cidades. A partir desse momento, podemos escolher
um dos varios algoritmos em grafos existentes para calcular a menor distancia entre
um conjunto de vértices (ou cidades). Essa etapa é em geral realizada manualmente,
sem a ajuda de um computador. Fla exige uma certa experiéncia e conhecimento de
algoritmos.

A proxima etapa consiste na traducao dessa abstracao e algoritmo para uma
linguagem que o computador seja capaz de processar. Essa linguagem, na verdade,
serd um sistema formal. Um sistema formal é composto por uma linguagem formal
e um conjunto de regras de reescrita, que basicamente indicam qual o processamento
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que deve ser realizado para cada construto da linguagem. Existem varios tipos desses
sistemas que podem ser utilizados na implementagao de um algoritmo. As linguagens
de programacao sao um exemplo. A linguagem formal, nesse caso, é a sintaxe e as
regras de reescrita sao definidas no compilador ou interpretador da linguagem. Outro
exemplo de sistema formal é o A-calculus. Novamente a linguagem formal ¢ a sintaxe,
representada pela gramatica:

T := (const)|[{(var)|(TT)| X (var).T

As regras de reescrita para o A-calculus sao: a-conversao, S-reducao e n-reducao.
Nessa dissertacao iremos tratar de um outro sistema formal: 16gica. A linguagem formal
de uma logica é a sua sintaxe, em geral formada por atomos, formulas e conectivos
logicos. As regras de reescrita sao as regras de inferéncia de cada conectivo logico, que
indicam o que se pode concluir dado um conjunto de premissas (e.g. se sabemos que
ambos os atomos A e B sao verdadeiros, pode-se concluir corretamente que A A B é
verdadeiro).

Apés a traducao da abstracao em um sistema formal, a traducao desses coman-
dos para linguagem de maquina esta geralmente automatizada por um compilador ou
interpretador.

1.1 Légica como sistema formal

A logica pode ser utilizada basicamente de duas maneiras na computacao [Miller, 1999|.
A primeira opgao seria utiliza-la para justificar transicoes de estado. Cada transigao é
associada a uma expressao logica e o fluxo de execucao realiza essa transicao somente se
a expressao for verdadeira. Esse paradigma é chamado de “computacao como modelo”.

A segunda maneira é representar os proprios estados como proposicoes logicas, e
a mudancga de estado é modelada pela aplicacao de uma regra de reescrita que ira trans-
formar essa proposi¢io em outra (ou outras). Nesse modelo a computacio (execugao
de um programa) é representada pelo desenvolvimento de uma prova da proposicao ini-
cial, que representa o estado inicial do sistema (algoritmo, variaveis, dados de entrada,
etc.). Esse paradigma é chamado de “computacdo como dedugao”.

Nos tltimos anos, tém sido concentrados esforgos para aproximar as logicas de
uma linguagem de programacao, de modo que se possa utilizar a computacao como
deducao. A vantagem em se utilizar esse paradigma é o fato das computacoes e al-
goritmos herdarem o formalismo de uma légica, o que permite que sejam provadas
afirmacoes sobre essas especificagoes de maneira mais automética, utilizando tautolo-
gias ja conhecidas.

No modelo de computacao como deducao, uma prova corresponde a execucao de
um algoritmo, e por isso, nao ¢ qualquer prova que pode ser utilizada como computacao.
A seguir é apresentado o conceito de prova construtiva, e algumas condicoes para que
um sistema de provas de uma logica possa ser implementado como uma linguagem de
programagao.

Uma prova construtiva é uma sequéncia de passos (algoritmo) que ird mostrar
como uma proposicao pode ser construida. Se isso for possivel, prova-se que ela é
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verdadeira, ja que existe um modo de obté-la. Em provas construtivas o principio do
terceiro excluido (aV—a) ndo pode ser utilizado. Dizer que uma proposicao é verdadeira
simplesmente porque ela nao é falsa nao apresenta uma maneira de construi-la. Do
mesmo modo, prova por contradicao também nao é uma prova construtiva.

As provas correspondentes a computacoes devem ser construtivas. Dado um
estado inicial Sy, queremos provar que outro estado 5, é atingido. Isso equivale a provar
a proposicao S, dado que Sy é verdadeiro, i.e., Sy é o contexto da prova, conjunto de
proposicoes a partir das quais S, serd derivado. A execucao de um algoritmo é uma
sequéncia de passos que leva o programa do estado Sy para o estado S,,. Para que uma
prova modele essa execucao, ela também deve apresentar uma sequéncia de passos que
chegue em S,,.

1.2 Calculo de sequentes

O calculo de sequentes, proposto por Gentzen em 1935 [Gentzen, 1969|, ¢ um forma-
lismo utilizado para expressar e estudar a estrutura de provas de sistemas logicos. Um
sistema de céalculo de sequentes é composto por um conjunto de regras de inferéncia
que derivam sequentes. Um sequente é uma estrutura da seguinte forma:

Bl, BQ, ey Bn F Cl, CQ, ceey Ck

Em que B; e C; sao formulas na logica considerada e n,k > 0 (ou seja, um dos
ou ambos os lados podem ser vazios). Ele é interpretado como: “Dadas as formulas
By, Bs, ..., B, podemos concluir C}, (s, ..., C} na logica considerada”.

Uma regra de inferéncia do calculo de sequentes é escrita com um sequente, uma
linha horizontal acima e zero ou mais sequentes acima da linha horizontal. Chamamos
os sequentes que ocorrem acima da linha horizontal de premissas e o sequente abaixo
da linha horizontal é a conclusao. Os axiomas, em particular, nao possuem premissas;
outras regras porém, podem possuir uma ou mais premissas. A Figura 1.1 mostra a
regra de inferéncia para o conectivo A, na logica classica. Ela pode ser interpretada
da seguinte maneira: dado que de um conjunto de formulas I' é derivado P e outro
conjunto A, e do mesmo conjunto I' & derivado ) e o mesmo conjunto A, pode-se
afirmar que de I se deriva P A @) e, obviamente, A.

TFPA TFQ A
TFPAQ,A

Ar
Figura 1.1. Regra de inferéncia para o conectivo A, na logica classica.

As regras de inferéncia podem ser divididas em trés tipos:

e Regras de identidade: aquelas que precisam verificar se duas féormulas sao iguais
(e.g., axioma inicial e regra cut).

e Regras estruturais: aquelas que alteram a estrutura de um sequente, sem operar
nos conectivos logicos (e.g., weakening e contraction).
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e Regras logicas: aquelas que decompoem os conectivos 16gicos.

Uma derivagao no calculo de sequente ¢ uma arvore, resultado da aplicagao su-
cessiva de regras de inferéncia nos sequentes. Uma prova é uma derivagdo que inicia-se
do sequente que se quer provar e na qual todos os ramos da 4rvore terminam com o
axioma inicial. Essa prova é construida de baixo para cima, e uma regra de inferéncia
sempre pode ser aplicada a um sequente quando o mesmo é a conclusao dessa regra.
Observe que é possivel que mais de uma regra possa ser aplicada em um sequente.
Cada aplicacao atua em uma formula de cada vez, seja para decompd-la, duplica-la ou
remové-la, essa é a formula principal do sequente.

Se a negacao é involutiva (—m—a = a) na logica considerada, prefere-se utilizar
o calculo de sequentes one-sided devido a sua simplicidade. Nessa versao do calculo,
todas as formulas ocorrem do lado direito do simbolo I, sendo que aquelas que estavam
do lado esquerdo estao na sua forma negada. O célculo de sequentes para a logica linear
com subexponenciais utilizado nesse trabalho é one-sided.

1.3 Implementacao de interpretadores légicos

A especificacao de sistemas usando logica é justificada pelo formalismo herdado da 16g-
ica, que facilita a prova de propriedades utilizando as regras de inferéncia independente
do escopo do problema. A existéncia de provadores de teorema autométicos ou semi-
automaticos é essencial para realizar essas tarefas. Esses provadores sao implementados
como interpretadores para logicas especificas. Prolog, por exemplo, é um interpreta-
dor logico para um fragmento da logica intuicionista (dado pelas clausulas de Horn -
Secao 3.2.1). A-Prolog é um interpretador para um fragmento maior da mesma logica
(dado pelas formulas de Harrop - Secao 3.2.2). Lolli [Hodas & Miller, 1994], por outro
lado, é um interpretador para um subconjunto da logica linear, mas especificamente,
a logica linear intuicionista. Existem implementados diversos interpretadores para as
mais variadas logicas.

Entretanto, a implementacao de um interpretador logico apresenta alguns prob-
lemas nao triviais. Dado um sistema de provas de uma logica, a sua traducao direta
para uma linguagem de programacao nao garante de modo algum que ela sera ca-
paz de provar qualquer coisa provavel pelo sistema. As principais dificuldades estao
relacionadas com o nao-determinismo da aplicagao de regras ou escolha de formulas.
Quando uma prova ¢é feita “a4 mao”, uma pessoa é capaz de analisar todo o contexto
e as opcoes para continuacdo e fazer a escolha correta. A pessoa pode enxergar com
certa facilidade qual regra deve ser aplicada. Por outro lado, uma méaquina nao é capaz
de decidir tal coisa. Devido a essas dificuldades, muitos esforcos foram despendidos
para desenvolver uma estratégia de prova que seja correta e completa. Isso significa
que, utilizando tal estratégia, é possivel encontrar uma prova para uma férmula se ela
existe, e toda prova encontrada no sistema ¢ uma prova valida da logica. Nessa secao,
alguns dos problemas da implementacao de interpretadores logicos sao explicados.

Durante a prova de um sequente, em certo ponto, é necessario escolher uma regra
de inferéncia para ser aplicada dentre varias possiveis. Essa escolha pode levar a um
sucesso ou falha da prova. Se a falha pode ser detectada, i.e., atinge-se um ponto tal
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que nenhuma regra de inferéncia é aplicével, é realizado o backchaining até o dltimo
ponto em que uma escolha nao-deterministica foi feita e escolhe-se outro caminho para
continuar. O problema sao as falhas que nao sao facilmente detectadas, tais como o
loop infinito.

Esses loops estao relacionados, na maior parte das vezes, com a sequéncia de
formulas e regras de inferéncia escolhidas. Observe, por exemplo, a regra contraction.
Aplicando essa regra, é sempre possivel duplicar uma féormula do sequente. Uma busca
cega por uma prova pode seguir aplicando essa regra de inferéncia indefinidamente,
como é mostrado abaixo, e nunca terminar.

PVQFPQ.Q..
FI—A,P,PC P\/QI—P,Q,QCT
TFAP " "PVOFPQ 7

A estratégia utilizada para escolher qual a proxima regra a ser aplicada e qual
a formula principal pode entao determinar se a prova ira entrar em loop ou nao, logo
essa estratégia deve ser escolhida cuidadosamente. Ela deve minimizar ao maximo o
nao-determinismo de modo a evitar loops.

Para garantir a correcao e completude de um sistema de provas, deve ser definida
uma estratégia uniforme de prova, que ira guiar a escolha das regras de inferéncia e
formulas principais e fazer com que a busca por prova seja mais deterministica. Outra
vantagem em se ter uma disciplina para a busca de provas ¢é a reducao da redundancia,
diminuindo o espacgo de busca e tornando o processo mais eficiente. Duas provas sao
ditas redundantes, ou equivalentes, quando uma pode ser obtida da outra a partir de
uma simples reordenagao de aplicacao de regras de inferéncia.

Andreoli desenvolveu uma estratégia de prova correta e completa para a logica
linear, chamada focusing, que se baseia na classificacdo dos conectivos dessa logica em
asstncronos e sincronos [Andreoli, 1992]. Essa estratégia é explicada com detalhes na
Secao 4.3.

Uma outra causa importante do nao-determinismo durante a busca por provas é
a utilizagao da regra cut, mostrada na Figura 1.2.

I''EP A Ty PEA
F17F2 - A1>A2

[Cut]

Figura 1.2. Regra cut para a logica classica LK.

A aplicagao dessa regra de inferéncia envolve a introducao de uma nova férmula
P, que nao estava presente na conclusao. Existem infinitas formulas na légica para se
escolher, e é portanto impossivel que uma maquina tente todas as possibilidades exaus-
tivamente. Felizmente Gentzen mostrou que qualquer prova que utilize uma instancia
da regra cut pode ser transformada em uma outra prova que nao possui a aplicagao
da mesma, chamada de cut-free |Gentzen, 1969|, na logica classica. Em uma logica
com essa propriedade, a regra cut é dita ser admissivel. Girard provou que o cut é
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admissivel na logica linear |Girard, 1987], e esse é o primeiro passo para que a logica
possa ser uma base adequada para uma linguagem de programacao.



Capitulo 2

Revisao da literatura

2.1 Principais trabalhos

Para que uma légica seja a base de uma linguagem de programagao légica, é necessario
que a busca por provas nessa logica, feita de uma forma deterministica, seja completa.
Isso significa que deve ser possivel encontrar todas as provas na logica utilizando tal
estratégia. Infelizmente, as logicas classica e intuicionista nao apresentam uma es-
tratégia de provas deterministica completa. Por isso, as linguagens de programacao
que utilizam tais logicas fazem uso de apenas um fragmento das mesmas, como serd
mostrado nas Secoes 3.2.1 e 3.2.2. Esse fato limita a expressividade da linguagem, ja
que nem todos os sequentes possiveis da logica podem ser representados ou provados
na implementacao da linguagem.

Considerando que um programa logico é um conjunto de formulas I, e sua entrada
(o que se quer provar) seja outro conjunto A, a execucao é correspondente a prova do
seguinte sequente: I' = A. A expressividade de uma linguagem de programacao logica
pode ser medida pela quantidade de transformacoes que podem sofrer cada um desses
conjuntos. Quanto mais for possivel manipula-los, mais expressiva serd a linguagem.

Prolog é a implementacao das cldusulas de Horn, um subconjunto da logica clés-
sica cujos objetivos (goals - conjunto A) sdo formados apenas por atomos ou conjungoes
de 4&tomos. Um dos principais problemas das clausulas de Horn é que todos os objetivos
devem ser derivados do mesmo programa (conjunto I'), e todas as clausulas necessarias
para provar um objetivo ja devem estar presentes no programa principal. Logo, o se-
quente de uma execucao em Prolog tem o conjunto I' estatico, e A esta reduzido a
apenas uma féormula atomica. Utilizando uma interpretacao de linguagens de progra-
magao, a imutabilidade de I' é equivalente a dizer que o programa seria composto de
um modulo somente, ou seja, nao existe modularizagao.

A linguagem de programacao A-Prolog é uma extensao do Prolog e implementa
também um fragmento da logica classica: as formulas de Harrop. A principal alteracao
(dentre outras importantes, como a utilizagao de tipos) é a permissao de implicagdes
nos objetivos (A), o que da alguma idéia de modularizagdo. Assim, provar A O B
com contexto I' & equivalente a provar B com contexto I' U {A}. Fica claro dessa
maneira que o que esta contido no “modulo” A é utilizado somente na prova de B.

7



8 CAPITULO 2. REVISAO DA LITERATURA

O programa (I') pode entdo ter formulas acrescentadas a ele em tempo de execugao,
mas o objetivo A ainda é formado por apenas uma férmula, apesar de a implicacao ser
permitida. Porém, a adicao de modulos ao contexto a medida que ocorrem implicacoes
no objetivo faz com que ele seja aumentado indefinidamente.

Foi provado que as formulas de Harrop sao o conjunto maximal da logica classica
que possui uma estratégia uniforme de prova, caracteristica essencial para que a logica
seja a base de uma linguagem de programagao. Portanto, para se ter uma linguagem
de programacao logica mais robusta devemos mudar de logica. A logica linear foi
utilizada com esse objetivo [Miller, 1994]. Ela ¢é dita ser uma logica de recursos finitos,
pois as proposicoes podem ser consumidas durante uma prova, fazendo assim com que
o contexto nao seja mais estritamente crescente como no caso das formulas de Harrop
da logica cléssica. Dessa forma, o conjunto I' pode aumentar ou diminuir & medida
que o programa é executado. O consumo de proposicoes significa que elas nao podem
ser utilizadas quantas vezes se quer para derivacao (16gica de recursos conscientes).

Uma das primeiras implementacoes utilizando a légica linear foi a linguagem
Lolli [Hodas & Miller, 1994]. Ela implementa um fragmento intuicionista da logica
linear, sem os conectivos ’® (disjungao multiplicativa) e ! (bang'). Apos algumas alte-
racoes na formulacao devido a essas restri¢oes, tem-se um sistema de provas uniforme
e é possivel, portanto, implementar uma linguagem logica de programacao.

Todas as linguagens citadas até agora lidam com apenas uma conclusio (uma
tinica formula no conjunto A). Uma dire¢do natural seria trabalhar com multiplas
conclusdes, que é o que Miller propde com a linguagem Forum [Miller, 1994|. Essa lin-
guagem pode ser considerada uma fusao de Lolli com LO [Andreoli & Pareschi, 1991],
incorporando a abstracao de dados da primeira com os principios de concorréncia da
segunda. Um dos problemas encontrados foi a possibilidade da aplicacao de mais de
uma regra no lado direito a cada passo da prova (ja que existem multiplas conclusoes).
Isso foi resolvido com a utilizagao de um sistema de provas focado, proposto por An-
dreoli [Andreoli, 1992]. Nesse sistema, a prova ¢ dividida em duas fases (assincrona e
sincrona) e tem-se uma estratégia de prova uniforme, permitindo assim que a logica
seja base para uma linguagem de programacao.

A logica linear apresenta algum controle sobre o contexto, resolvendo o problema
do seu crescimento constante nas formulas de Harrop. Isso é feito com a utilizacao de
subexponenciais: para que o operador ! seja retirado de uma féormula com a qual se
esta trabalhando no momento (focada) é necessario que o contexto linear seja vazio.
Entretanto esse contexto é tinico, e ele deve estar completamente vazio. Muitas vezes
temos problemas que sao formados por entidades distintas e desejamos que o conjunto
de apenas algumas delas seja vazio, e nao todas. Por exemplo, em um problema
utilizando grafos muitas vezes é necessario verificar se o conjunto de vértices ou arestas
esta vazio, mas ndo ambos. Para se ter um maior controle, Nigam [Nigam, 2009] propds
a utilizacdo de subexponenciais, que consiste basicamente na divisao do operador ! em
varios (') 1213 .)) com uma ordenagao parcial entre eles. Isso permite que existam res-
tri¢oes do tipo: para retirar um operador !*, ndo devem existir formulas com operador

LColocado ao lado esquerdo de uma implicacdo, esse operador faz com que a interpretacio da
formula seja classica, e assim podemos usar o lado esquerdo quantas vezes for preciso para derivar o
lado direito.
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1 tal que j seja menor (ou nao relacionado, ja que a ordenagao é parcial) que 4. Isso
é o mesmo que dizer que um subconjunto do contexto (aquele cujas formulas tém o
modificador ) seja vazio. Nigam apresenta a logica linear com os novos operadores e
um sistema de prova para a mesma.

2.2 Solucoes existentes

Atualmente nao existe ainda uma implementacao para a logica linear com subexponen-
ciais devido ao fato da mesma ter sido proposta em uma tese de doutorado defendida
em setembro de 2009. Existem entretanto outras implementagoes da logica linear
(sem subexponenciais), como por exemplo: Lolli (fragmento intuicionista da logica
linear) [Hodas & Miller, 1994], LO [Andreoli & Pareschi, 1991] e Forum [Miller, 1994].






Capitulo 3

Logicas

3.1 Légica Classica

A logica classica lida com verdades estaveis, onde uma afirmativa ou é verdadeira ou
falsa, em que falso e verdadeiro sao duais. A sintaxe da logica classica pode ser descrita
pela seguinte gramatica, em que A é um atomo e F é uma féormula:

Fu=A|-F|FAF|FVF|F=F|L|Va.F|3x.F

O sistema de calculo de sequentes para a logica classica é apresentado na Figura
3.1.

O principio do terceiro excluido é valido na logica classica, e sua prova é exibida
na Figura 3.2. Por esse motivo, provas por contradi¢ao sao validas nessa logica. Ela
é muito utilizada na matematica, em que cada afirmacao ou possui uma prova ou um
contra-exemplo que a torna falsa. Observe por exemplo a seguinte afirmacao:

Teorema 1. Ezistem dois nimeros irracionais x e y tais que x¥ € racional.

Prova 1. Sabemos que \/2 é irracional e que 2 € racional. Considere o nimero /2"~ .
Ele certamente € racional ou irracional. Se ele for racional, podemos escolher v =y =

\/5, e o teorema vale. Se ele for irracional, podemos escolher x = \/5\& ey = V2 e
temos: /s Jax/3
Iy:(\/ﬁQ)\/i:\/?( 2x 2):\/52:2

Como 2 € racional, o teorema também vale.

Por meio da prova do teorema nao é possivel saber se \/5\/5 é racional ou ir-
racional, e nao se consegue de fato dois niimeros x e y que satisfacam a propriedade.
Mesmo assim, essa é uma prova valida, e nao ha duvidas de que o teorema é verdadeiro.
Essa é uma prova altamente nao construtiva. Provas desse tipo sao validas apenas em
sistemas em que falso e verdadeiro sao duais, ou seja, qualquer afirmagao é sempre
falsa ou verdadeira. No caso acima foi utilizado o fato de que um niimero ou é racional

ou é irracional, nao havendo outra possibilidade.

11
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REGRAS DE IDENTIDADE

N '+ P A Iy, P+ Ay
PrHP ', Ta Ay, A

[Cut]
REGRAS LOGICAS

Trra AT Ul

T'HA,P = I,PFA o]
I,L-PrAtY TF=pAlT

P.TFA Al THA,P FI—A,Q[/\]
PLAP,TEFA VY TFAPAQ r
PTFA Q,FI—A[V] THA, P, v

PVQTFA ! TFAP VR LT
T FALP QT Ay IPFA,Q

Po oL L,Fan, 7 Trapsg =

Plc/z], T+ A '+ Plt/x], A
Jz.PTFA 5] LF3z.P A 5]
Plt/z],T + A v '+ A, Plc/x]
Vz.P,T F A [vi] TFAVzP b7

REGRAS ESTRUTURAIS

P,PTHFA I'-APP
prra G FEap G
LA LA
prra Ml A p W

Figura 3.1. Cailculo de sequentes para a logica classica. Nas regras V, e 3;, a
variavel ¢ nao ocorre livre em I' ou A.
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Porém, nem todos os sistemas apresentam essa propriedade e a prova pelo princi-
pio do terceiro excluido nao pode ser sempre aplicada, como é o caso do seguinte
teorema:

n(n+1)
5 -

Teorema 2. A soma dos n primeiros nimeros naturais €

A prova por contradicdo desse teorema envolveria mostrar que a soma nao é
igual a nenhuma das outras expressoes envolvendo uma variavel n, o que é uma tarefa
impossivel. Nesse caso seria melhor utilizar uma prova por inducao ou uma prova
construtiva mostrando como se chegou a expressao. Em geral, provas por contradi¢ao
sao impossiveis de serem aplicadas quando se tem o conceito de infinito envolvido. No
exemplo acima existem infinitas outras equagoes em n.

O mesmo ocorre quando utilizamos a légica para modelar computacoes. Nesse
cenario, cada aplicacao de regra de inferéncia corresponde a um passo do algoritmo, e o
que se quer provar ¢ que um estado do sistema (objetivo) é alcangavel a partir do estado
inicial. Como o conjunto de estados possiveis de um sistema é potencialmente infinito,
as provas por contradicao nao sao admissiveis, e o que se deseja realmente é que exista
uma prova construtiva que demonstre os passos seguidos para que o estado objetivo seja
alcancado, assim como um algoritmo faria. O principio do terceiro excluido, provavel
na logica classica, nao apresenta uma maneira de construir o predicado, por isso essa
logica nao ¢ adequada para modelar computagoes.

I

r

pEp

= p,p
Ep,pV-p
FpVop,pV-p
FpV-p "

r2

Figura 3.2. Prova do principio do terceiro excluido.

3.2 Légica Intuicionista

Como foi dito anteriormente, a utilizagao da légica para modelar computagoes s6 é
interessante quando a logica permite apenas provas construtivas, podendo assim rela-
cionar os passos de uma prova com os passos de um algoritmo para se atingir um
objetivo. A loégica intuicionista abandona a ideia de verdade absoluta da logica clas-
sica, e considera que uma afirmacao é verdadeira se, e somente se, existe uma prova
construtiva para a mesma. A sintaxe da logica intuicionista é a mesma da logica clas-
sica (exceto pelo operador de implicagao, representado por D nessa logica), a diferenca
crucial que ird permitir somente provas construtivas estd no seu sistema de provas. A
Figura 3.3 apresenta o sistema LJ em calculo de sequentes para a logica intuicionista.
Nele os sequentes possuem no méximo uma férmula do lado direito, e as regras de weak-
ening e contraction nio sdo permitidas nesse lado. E importante notar que, devido &
essa restrigao, o principio do terceiro excluido nao é provavel nessa logica.
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REGRAS DE IDENTIDADE

[I] rh—P FQ,P—>C
P— P Fl,F2—>C

[Cut]

REGRAS LOGICAS

or— sl
P, —C A r—~pP F—>Q[/\]
PIAP,T —C "t I —PAQ v
PT—C QI —C I — P Vsl

Pvor o M T—=hvn

F1—>P Q,F2—>C[D] s [D]
P>Q,I1,Is—C ! r -—P>Q """

Plc/z],T — C I' — PJt/z]
Jz.P,T — C ] F—3e.p 1]
Plt/z],I' — C I' — Plc/x]
Vz.P,T — C [¥] T —vep |7l

REGRAS ESTRUTURAIS

P,P,T —C
PT ¢ LAl
r—=oa [ — -

PT oMl =5 W

Figura 3.3. Calculo de sequentes para a logica intuicionista. Nas regras V,. e 3,
a variavel ¢ nao ocorre livre em I' ou C, e C representa uma férmula ou nenhuma.
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Mesmo apresentando somente provas construtivas, a utilizagao da logica intu-
icionista como base para uma linguagem de programacao depende de outros fatores.
No caso da logica ser utilizada para esse proposito, é necessario implementar um inter-
pretador para executar os seus programas. Esses programas sao descritos por formulas
logicas, e sua execugao corresponde a prova de um objetivo (outra formula) utilizando
o programa. Portanto, é necessario que a logica implementada possua uma estratégia
uniforme de prova, pelos motivos apresentados na Secao 1.3.

Infelizmente, a logica intuicionista completa nao apresenta uma estratégia uni-
forme de prova, de modo que as implementagoes existentes (as linguagens de progra-
magao Prolog e A\-Prolog) sdo de apenas subconjuntos da logica. Nas segdes seguintes
esses fragmentos sao apresentados, assim como suas restri¢oes.

3.2.1 Clausulas de Horn

As clausulas de Horn sao um subconjunto da légica intuicionista que implementam a
linguagem de programacao logica Prolog. Elas sao descritas pela seguinte gramatica:

G = A| GAG
P = A|GDA | Va.P

Os objetivos (G) sao formados apenas por atomos ou conjungoes de atomos. Os
programas (P) sao compostos de atomos, objetivos implicando &tomos ou o para todo
(V). Com essa gramética é possivel provar um subconjunto da légica intuicionista
utilizando uma estratégia uniforme de prova.

A estratégia utilizada para as clausulas de Horn é chamada backchaining, e se
baseia em tentativa e erro. Como o conjunto de possibilidades é muito pequeno, dada
a gramaética restrita, essa estratégia ¢ aceitdvel. Suponha que seu objetivo G seja um
atomo A. Se o programa P contém a férmula A, entdao temos uma prova Obvia e a
computagao termina. Se P contém uma clausula da forma G’ O A, entao sabemos
que, se conseguimos provar GG, temos também uma prova para A. Logo, o problema
se reduz a provar P — G’. Caso se desenvolva G’ e nao chegue a lugar nenhum, é
necessario voltar ao ponto de escolha de G’ D A e tentar outra clausula do programa.
Caso todas as clausulas sejam testadas em uma iteracdo e nao se consiga uma prova,
nao é possivel provar o objetivo a partir do programa dado. Se o objetivo G for uma
conjuncao de atomos, basta tentar provar cada um deles separadamente utilizando essa
estratégia. Seu objetivo sera provado se for obtida uma prova para cada dtomo.

E importante observar que, durante a busca por uma prova, todos os objetivos
serao derivados do mesmo programa, e todas as clausulas utilizadas para a prova serao
extraidas também desse mesmo programa. Isso significa que os sequentes nao podem
ser muito alterados durante a derivagao (o lado esquerdo do sequente, em particular,
é sempre estatico) e a logica em si tem uma influéncia direta muito pequena sobre o
processamento.

Note também que todas as clausulas que serao necessarias para provar qualquer
objetivo devem estar no programa desde o inicio da computacao. Isso nao oferece
liberdade para modularizacao de programas ou abstragao de dados; todos os dados
necessarios devem estar explicitos desde o inicio em um grande e tnico bloco. Esse
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tipo de restricao ¢ uma das motivacoes para tentar ir além das cladusulas de Horn.

3.2.2 Férmulas de Harrop

A gramaética que gera as clausulas de Horn pode ser expandida para cobrir um conjunto
maior de formulas da logica intuicionista, sem perder a propriedade de estratégia uni-
forme de prova. Essa nova gramética gera as formulas de Harrop de primeira ordem,
que sao implementadas na linguagem de programacao logica A-Prolog, e sua descri¢ao
mais comum é a seguinte:

G = A| GANG | PDOG | Vz.G
P = A|GDA | Vz.P

A diferenca dessa gramaética para a gramética das clausulas de Horn é a adicao da
implicagao (P D G) e do “para todo” (Vz.G) no objetivo. A utilizagdo da implicacao
no objetivo permite a modularizagao de um programa, e a utilizacao do “para todo”
no objetivo permite abstracao de dados no programa [Miller, 1989).

Dessa forma, as propriedades de modularizacao e abstracao de dados sao prove-
nientes da propria especificacao logica.

A busca por provas é realizada também utilizando backchaining. A grande difer-
enga é que, nas formulas de Harrop, lado esquerdo do sequente (programa P) pode ser
aumentado durante uma derivac¢do (mas nunca diminuido).

As formulas de Harrop sao um conjunto maximal da logica intuicionista que
possui uma estratégia uniforme de prova, e mesmo assim, ¢ ainda muito restrito. Essa
¢ a principal motivagao para se procurar outras logicas para representar computacoes.

3.3 Logica Linear

Alogica linear, proposta por Girard [Girard, 1987|, pode ser vista como um refinamento
da logica classica. Sua sintaxe é descrita pela seguinte gramatica:

P:=A|PQP|P®P|1|0]|!P]|3x.P|At]|
P&P | PP | L | T|?P | VP

Essa ¢ uma légica de recursos finitos, ou seja, as formulas sao consumidas quando
utilizadas. A motivagao para se estudar uma logica desse tipo é sua maior aproximagao
da realidade, ja que, em geral, os recursos nao sao infinitos. Considere por exemplo a
modelagem de uma maquina de estados finitos que representa uma maquina de refrig-
erantes. Ela pode ser descrita por uma formula logica simples: $2 = refrigerante.
Porém, o dinheiro ¢ um recurso finito, e uma vez que essa regra ¢é aplicada, a quantidade
de dinheiro disponivel é diminuida em duas unidades. Portanto, essa operagao seria
melhor representada pela implicagao linear: $2 —o refrigerante, cuja seméantica deixa
explicito o consumo de duas unidades monetarias para a aquisicao de um refrigerante.
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AFr . ABIBFT . ABFT - IAFBT
ABFT " ABFT ABFT " IAFB,T -
AFT . AFMBIBT, . ARBT ., IABET
AF’B.T AF?B,T AF?B,T IA,?BFT

Figura 3.4. Regras de inferéncia para os operadores exponenciais.

Observe que nao incluimos na sintaxe a implicagdo (—o). De fato, identificamos A — B
com AL9B.

Mesmo sendo uma légica de recursos finitos, é desejavel ainda que algumas
formulas possuam comportamento “classico”, i.e., possam ser utilizadas sempre que
necessario. Essas formulas sdo marcadas com os operadores ! (para formulas do lado
esquerdo do sequente) ou ? (para formulas do lado direito do sequente), chamados
exponenciais. Formulas com esse marcador podem sofrer contraction e weakening.
Devido a essa distincao de tipos de féormulas, o contexto de sequentes na logica linear
é frequentemente dividido em dois conjuntos: as formulas classicas (um conjunto) e as
formulas lineares (um multiconjunto). No exemplo da méaquina de refrigerantes dado
acima, a formula $2 — refrigerante é sempre verdadeira (é uma formula classica),
apesar de ela s6 poder ser aplicada se houver de fato a quantidade de dinheiro suficiente
(a existéncia de duas unidades monetérias é uma formula linear). As regras envolvendo
formulas com exponenciais sao mostradas na Figura 3.4.

A partir das regras !W e |C é possivel perceber que formulas com o exponencial
' & esquerda tém comportamento classico. O mesmo ocorre com as féormulas com
o exponencial 7 & direita, como mostram as regras "W e 7C. As regras !D e 7D
transformam uma féormula classica em linear, ou seja, a partir desse ponto da prova em
diante, a féormula B pode ser consumida e nao podera ser mais utilizada. As regras R e
7L sao mais interessantes. Para retirar os exponenciais, todas as outras férmulas devem
ter comportamento classico, i.e., ndo podem haver férmulas lineares no sequente!. Isso
significa que o contexto linear deve estar vazio. Esse tipo de controle sobre o contexto
torna possivel a verificacao da vacuidade de um subconjunto de formulas do sequente e
permite que alguns sistemas sejam especificados com essa logica de modo mais natural.

Outra diferenca da logica classica é a existéncia de duas versoes, aditiva e mul-
tiplicativa, para os operadores de conjuncao (A) e disjungao (V). As conjungoes sao
representadas pelos conectivos: & (aditiva) e ® (multiplicativa). As disjungoes sido
representadas pelos conectivos: @ (aditiva) e %@ (multiplicativa). A principal diferenca
entre essas duas versoes dos operadores é o modo como os contextos da conclusao e da
premissa sao tratados. Na versao aditiva, o contexto da conclusao é igual ao contexto
das premissas, enquanto na versao multiplicativa, o contexto da conclusao é a uniao
dos contextos das premissas. Se existissem essas duas versoes da conjuncao na logica
classica, elas seriam descritas pelas seguintes regras de inferéncia (A, é a versao aditiva
e A € a versao multiplicativa):

! Nos sequentes das regras |R e 7L, A significa a aplicacdo de ! para todas as férmulas do conjunto
A e " é a aplicacao de 7 a todas as formulas do conjunto T'.
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FAA FA’B[/\] FALA kAQ,B[A |
FAAN, B “ FALA), AN, B mn

Porém isso nao ¢ necessario, ja que é possivel obter o comportamento de uma
regra utilizando a outra, como ¢ mostrado a seguir.

e A conjuncao multiplicativa pode ser obtida através da conjuncao aditiva uti-
lizando regras de weakening para apagar do contexto algumas férmulas, de
maneira a se ter dois subconjuntos disjuntos A; e As cuja unido é o contexto

original A.
FALA W FA, B W
Faa W g mx W]

FA AN, B ol

e A conjuncao aditiva pode ser obtida através da conjuncao multiplicativa uti-
lizando regras de contraction para duplicar os elementos do contexto de maneira
que quando a divisao do mesmo for realizada, os dois subconjuntos sejam iguais
ao contexto original.

l_AlaA?aA l_AlyA%
FAL AL Ay, AYAN, B
AL Ay AN, B

Binl
[n x C

Essas transformacoes sao possiveis porque as operacoes de weakening e contrac-
tion podem ser aplicadas em qualquer formula. Quando estamos trabalhando com
recursos finitos, essas operagoes nao podem ser utilizadas indiscriminadamente e por-
tanto ¢ necessario diferenciar dois operadores de conjuncao e disjungao. Devido a essa
separacao, a logica linear também apresenta elementos neutros distintos para cada um
dos operadores. Eles sao 1, 0, T e L, e as seguintes equivaléncias sao validas:

19A=A 1oA=A
T&A=A 0pA=A

A prova do principio do terceiro excluido na logica linear é um bom exemplo
de como funcionam os exponenciais. A disjuncao correspondente aquela utilizada na
logica classica e intuicionista ¢ a aditiva, ja que nas duas logicas nao existe divisao de
contexto. Portanto, a formula a @ —a corresponde a a V —a. Ao tentar provar essa
formula na logica linear, é encontrado o mesmo problema da logica intuicionista:

e ?
Fa F—a
l—a@%t@l Fa® —a

D2

Em ambos os casos chega-se a um sequente que nao é provavel. Porém, ao utilizar
o exponencial ? para que essa formula tenha um comportamento classico, a prova é
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Fa,—a
- -
a,a® a o
Fa®-a,a®—a
F?(a ® —a), ?(a ® —a)
F?(a & —a)

D
C

Figura 3.5. Prova do principio do terceiro excluido na légica linear.

(P2 Q)" =PeQt (
(PRQ) =P Q" (

(3z.P)t =Vz.P+  (Vo.P)*t =3z.P*
(?P)t =P+ |

Figura 3.6. Leis de DeMorgan para a logica linear.

imediata, como mostra a Figura 3.5. De fato, o principio do terceiro excluido é provavel
na logica classica.

E importante notar que a negacdo na logica linear é involutiva, i.e., A+ = A.
E também que os conectivos sao duais, dois a dois. Devido a esse fato, a logica linear
possui uma versao one-sided, na qual os sequentes apresentam férmulas apenas do lado
direito. As férmulas do lado esquerdo sao negadas, de forma que a negacao é aplicada
utilizando as leis de De Morgan, de acordo com as equivaléncias da Figura 3.6, até ter
escopo atomico. De fato, na gramatica apresentada, a negacao é aplicada somente a
atomos (A), e nao a formulas (P).

O sistema de célculo de sequentes para a logica linear, apresentado na Figura
3.7, & one-sided, dado que todas as formulas estao do lado direito de -, e é também
diadico?, ja que as formulas sio divididas em dois conjuntos, © e T' (o contexto classico
e o contexto linear, respectivamente). Nessa presentagao, todas as formulas marcadas
com ? sao colocadas no conjunto © sem o marcador, e sabe-se que formulas desse
conjunto podem sofrer contraction e weakening a vontade. As outras féormulas estao
no conjunto I', e, uma vez utilizadas, sao consumidas. Todas as regras de inferéncia sao
aplicadas a formulas de I', o que nao causa problemas ja que as formulas de © podem ser
copiadas para I" quando for necessario com a regra [D?]. A regra [!|] também apresenta
0 mesmo comportamento ja que exige que, para que o ! seja retirado, o contexto linear
nao contenha formula alguma além daquela marcada. Finalmente, pode ser observado
na regra C'ut que formulas que deveriam estar no lado esquerdo aparecem negadas do
lado direito.

2Formado por duas partes.
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REGRAS DE IDENTIDADE

| FO:I,Pt FO:A,P

— I
“6.ppL ~O:T,A [Cul
REGRAS LOGICAS
- - Fe:T
I—@:l[l] I—G):F,T[T] I—@:I’,J_[J_]

FO:I,P ' Fo:IP HO:I',Q
o .T.hoR ¥ o .T.Pag &
FO:TI',PQ o Fe:I,P l—@:A,Q@
l—@:F,P’?Q[] FO:T.A,P®RQ (]
F©:T, Plt/x] FO:T,Plc/x]

FO:I',dx.P g FO:I',Vax.P V]

FoO,P:I',P D7) FO:P i
FO,P:T Fo:P

REGRAS ESTRUTURAIS

FO,P:T 0
FO:TI',7P 7l

Figura 3.7. Sistema de calculo de sequentes diadicos e one-sided para a logica
linear. Na regra [V], a varidvel ¢ nao aparece livre em I'.



Capitulo 4

Logica Linear com Subexponenciais

4.1 Légica Linear com Subexponenciais

4.1.1 Sintaxe

A sintaxe da logica linear com subexponenciais ¢ descrita pela seguinte gramética:

P:=A|PQP|P®P|1|0]|"P|3z.P| A
P&P | PP | L | T|?P |Va.P| W loc.P | @ loc.P

Ela é um refinamento da logica linear, apresentando os novos operadores: %, 7,
U; e M;. Observe que novamente ndo estd incluida na sintaxe a implica¢do (—o). De
fato, identifica-se A — B com A+®B. Observe também que a negagao (L) é aplicada
somente a atomos (A), e nao a formulas (P). Isso significa que todas as formulas estao
na sua forma normal de negacao. O que é possivel porque a negacao é involutiva.

Os conectivos sao parecidos com aqueles da logica linear: ® (conjungao) e 7
(disjuncao), e suas unidades 1 e L, sdo multiplicativos; & (disjungao) e & (conjunc¢io),
e suas unidades 0 e T, sdo aditivos; V e 3 sdo quantificadores; !* e ?* sdo chamados
subexponenciais, ¢ U; e M; sao utilizados para instanciar e criar novos subexponen-
ciais (sao como quantificadores, porém, atuam em indices subexponenciais ao invés de
variaveis).

O sistema de célculo de sequentes para a logica linear com subexponenciais é
apresentado na Figura 4.7.

4.1.2 Subexponenciais

Na logica linear, as formulas do contexto de um sequente podem ser divididas em dois
grupos: as “classicas” (que podem sofrer contraction e weakening) e as “lineares” (aque-
las que nao podem sofrer nem contraction e nem weakening e sao portanto consumidas
quando sao utilizadas).

21
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I'FAA FI—A,B/\I IA,BFA " I'FAA Fl—A,B/\Q A, BFA
I'-AAA'B " T,AAN'BEFA ! I'-AAAN?B " T,ANBFA

Figura 4.1. Regras de inferéncia para dois tipos de conjuncao.

Ao utilizar uma légica como meta-logica para especificacao de outros sistemas, as
restricoes estruturais do sistema objeto devem ser corretamente capturadas na meta-
logica. Para que isso fique mais claro, considere que o sistema a ser especificado é o
calculo de sequentes para a logica intuicionista, descrito na Figura 3.3. Nele, as formulas
do lado esquerdo do sequente podem sofrer contraction e weakening & vontade. Porém,
no lado direito do sequente deve haver sempre uma ou nenhuma férmula. Pode-se entao
considerar que o lado esquerdo ¢ formado por um conjunto de férmulas e o lado direito
¢ um multiconjunto!. Ao especificar esse sistema em logica linear, é natural considerar
que as formulas do lado esquerdo do sequente estarao no contexto classico, e a formula
do lado direito estard no contexto linear. O weakening dessa féormula, permitido pela
regra W, serd especificado por uma férmula em LL, como serd mostrado na Secao 5.2.

Porém, a existéncia de apenas dois contextos distintos, um como um conjunto e
outro como multiconjunto, torna limitada a expressividade dessa logica como frame-
work 16gico. A especificacdo de sistemas cujos elementos devem ser divididos em dois
conjuntos, dois multiconjuntos, ou mais do que duas particoes, nao é possivel ser feita
de maneira tao direta. A solucao para esse problema foi encontrada nos operadores
suberponenciais. Com eles, é possivel dividir o contexto de um sequente em logica
linear em quantos conjuntos se queira, e atribuir qualquer uma das seguintes regras
para cada um desses conjuntos:

todas as formulas sofrem contraction e weakening;

nenhuma féormula sofre contraction nem weakening;

todas as formulas sofrem apenas contraction;

todas as formulas sofrem apenas weakening.

Os operadores subexponenciais sao a divisao dos operadores exponenciais, 7 e
I, em “classes”. Isso é possivel porque estes sdo operadores nao canonicos. Quando
um operador é candnico, como por exemplo a conjun¢do (A), ndo é possivel definir
tipos diferentes do mesmo. Suponha que sejam definidas as regras para dois tipos de
conjungao (Al e A?) da Figura 4.1.

Com elas, ¢ possivel provar que, para quaisquer formulas A e B, AN'B = AN? B.
Para isso, basta apenas mostrar que AA'BF AAN2Be AAN2BF AN B, o que é feito
pela prova da Figura 4.2. Isso significa que a provabilidade de uma férmula independe
do tipo de conjuncao utilizada.

'Em um conjunto, elementos duplicados nao sao considerados, ou seja {a} = {a,a}. Essa pro-
priedade nao é valida para multiconjuntos.
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A,BI—AI/\ ABrB !
ANBEA'" ANBEB
AN'BFAN B "

Figura 4.2. Prova da equivaléncia entre os dois tipos de conjuncao.

F2ID, -1, F F22, F T, F
I ND gy 12— 72D
2D MF T RTLLE 220, 12F R T,72F

Figura 4.3. Regras de inferéncia para os dois tipos de exponenciais.

O mesmo nao ocorre com os exponenciais. Suponha que sejam criados dois tipos
de exponenciais, ', 7t e 12, 72| cujas regras de inferéncia sio mostradas na Figura 4.3.

Dadas essas novas regras, observe o que ocorre quando tentamos provar a equiv-
aléncia ' F =12 F:

?
F2E,LF
F2E, (1TF)L

Nesse ponto ndo podemos aplicar regra alguma, portanto ' ' #£!12F. Isso significa
que é possivel definir quantos operadores subexponenciais se queira. Cada um deles é
caracterizado pelo seu indice ¢, e eles seguem uma ordem parcial pré-definida (=<). Essa
ordenacao seré utilizada na aplicacao da regra !*, como pode ser visto na Figura 4.7.
A hierarquia dos subexponenciais define aquelas formulas que serao apagadas ao se
aplicar essa regra de inferéncia.

O sequente da logica linear one-sided com subexponenciais pode ser representado
por:

7119, 7120, ..., 70, T

Cada conjunto ©; contém aquelas formulas que possuem o subexponencial ?%
como conectivo principal. As féormulas em I' sdo aquelas que tém comportamento
linear. Cada conjunto de férmulas definido por um indice subexponencial é chamado
location, ja que funciona como um “repositério” de féormulas cujo operador mais externo
é 0 mesmo subexponencial. Além disso, é possivel definir quais regras estruturais (con-
traction e weakening) podem ser aplicadas para quais indices subexponenciais. Com
esse maior controle sobre o contexto, é possivel inserir e retirar formulas de locations
especificos e verificar se um location esta vazio ou nao, como mostra a Secao 4.2.1.

O contexto do sequente da logica linear com subexponenciais é formado por uma
lista de conjuntos, denotada pela letra IC. Ela é indexada pelos indices subexponenciais
existentes e a posi¢ao K[i;] armazena todas as formulas cujo conectivo principal é 7%.
Além dessa lista, também esta presente no sequente o conjunto I' de formulas lineares.

Com essa nova configuracao, para cada sistema serd definida uma assinatura
subexponencial: ¥ = (Z,=3,W,C). T contém os indices subexponenciais utilizados, <
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[(JUKli] sei ¢C

-<zc1®/c2>m={ o e e KIS = Uikl | €8)

e ={ o e LR R F

e (K1 xK3) |s verdadeiro se, e somente se, (KC1[j] x K2[j])

Figura 4.4. Especificacao das operagbes sobre o contexto. Nessa figura, i € I,
j€S8,S8 C1, e o conectivo binario x € {=,C, C}.

é a relacao de pré-ordem entre os indices, C e W contém os indices que podem sofrer
contraction e que podem sofrer weakening, respectivamente. Além disso, as operacoes
com o contexto em algumas regras foram redefinidas. As novas operagoes sao definidas
na Figura 4.4.

4.2 Locations

4.2.1 Verificando se um location é vazio

Uma das principais vantagens de se ter os subexponenciais na logica linear é a possibil-
idade de verificar a existéncia de certas estruturas de dados (objetos) em um location
especifico. Para isso, podemos utilizar a regra !'. Essa operacao é explicada com
detalhes nessa sec¢ao.

Primeiramente, observe a regra !':

I—’CSITTA

CKC. - UlA [!ljdadoquelC[{x|lﬁ:{:Ax%W}]:@]

K< & definido como todos os conjuntos K[i] tal que I < i, ou seja, todos os indices
subexponenciais menores que ou nao relacionados a [ terdo seu conjunto esvaziado (as
formulas serdo apagadas). A condicdo K[{z | | A Az ¢ W}] = () dessa regra garante
que apenas as formulas que possam sofrer weakening sejam apagadas. A prova da
formula A continua somente se essa condicao for garantida. Dessa maneira, tem-se um
modo de verificar se alguns indices estao vazios ou nao, mais especificamente, os indices
que sao menores que ou nao relacionados a [ e que nao podem sofrer weakening.

Para que a verificacdo se restrinja a apenas um indice (e nao a todos aqueles
menores que ou ndo relacionados a [), algumas manipulacoes devem ser feitas. A
assinatura subexponencial é estendida com os seguintes elementos:

e para cada indice [ da assinatura original, cria-se um indice [ (K[l] = § durante
toda a prova);

e ¢ incluida a relagao [ =<k para todo k # [ da assinatura original.
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Dessa forma, nao existem indices menores que [, e o Ginico nao relacionado a ele
sera [. Portanto, a aplicacdo da regra !’ ird verificar se apenas o indice subexponencial

[ esta vazio?.

4.2.2 Instanciacado e criacao de locations

Locations podem ser instanciados e criados utilizando as regras de inferéncia a seguir.
Ambas apresentam o conjunto de locations L explicito.

L+ K, C[s/loc, 3/loc]
LEFK,Yloc.C

[U;,dado que s € L]

Essa regra instancia os locations da formula C' com um location s ja existente.
Ela pode ser vista como uma regra 3 que instancia locations ao invés de variaveis.

LUlock K,C
LK, mloc.C

[m;,dado que loc &€ um novo location]

Essa regra cria um novo location loc e o adiciona ao conjunto L. Ela é analoga a
regra V para variaveis.

Esse novo location é completamente linear (nao pode sofrer contraction ou weak-
ening) e nao estara relacionado a nenhum dos outros pela ordem de precedéncia, exceto
do location oo do qual todos sao menores.

4.3 Focusing

Um dos problemas encontrados na implementagao de interpretadores para uma logica é
o nao-determinismo na aplicacao de regras de inferéncia. A escolha “cega” de qual regra
deve ser aplicada em cada passo pode levar a uma busca redundante ou até mesmo a
loops infinitos. No primeiro caso sera realizado um trabalho desnecessario, enquanto no
segundo caso a derivabilidade ou nao de uma férmula pode nunca ser determinada. De
qualquer maneira, essas sao duas situagoes que se deseja evitar. Isso é feito definindo
uma estratégia uniforme de prova, que é nada mais do que uma disciplina para escolher
qual a proxima regra de inferéncia a ser aplicada em um sequente.

Para resolver o problema da busca por provas na légica linear, Andreoli desen-
volveu uma disciplina de busca por provas chamada focusing [Andreoli, 1992]. Ele
propos o sistema de provas focado® para a légica linear e provou que ele é completo,
i.e., qualquer prova em logica linear pode ser representada por uma prova focada. Esse
tipo de prova pode ser visto como a normalizacao de um conjunto de provas da logica
linear que sao equivalentes, no sentido que uma pode ser obtida da outra pela permu-
tacao de aplicacao de regras e eliminacao ou introducao de loops initeis. Uma prova
focada envolve a aplicacao de regras de inferéncia em duas fases alternantes. Para isso,

2A verificacio s6 faz sentido se | ndo puder sofrer weakening, j4 que, caso contrario, as férmulas
poderiam ser apagadas quando fosse necessario.
3do inglés focused
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Assincronos | Sincronos
S ®
& @
? !
T 1
1 0
N =

Tabela 4.1. Divisao dos operadores da légica linear em assincronos e sincronos.

os conectivos da logica linear sao divididos em sincronos e assincronos, como mostra
a Tabela 4.1.

Dessa maneira, podemos também classificar uma formula como sincrona (posi-
tiva) ou assincrona (negativa). Férmulas positivas tém um conectivo sincrono como
seu conectivo mais externo, enquanto féormulas negativas tém um conectivo assincrono
como seu conectivo mais externo.

Essa divisao é baseada nas seguintes propriedades dos dois grupos: seja F' a
formula focada (aquela escolhida para se aplicar a regra de inferéncia). Se F' é uma
formula assincrona, entao existe apenas uma instancia da regra de inferéncia do seu
conectivo (assincrono) para ser aplicada. Se F' é uma formula sincrona, entao existem
zero ou mais instancias da regra de inferéncia do seu conectivo (sincrono) para ser
aplicada.

A existéncia de varias instancias de uma regra pode ser observada, por exemplo,
na regra [®], na qual cada instancia corresponde a um particionamento diferente do
conjunto de formulas K. Isso significa que podem ser necessarias vérias tentativas de
aplicacao dessa regra até que o particionamento correto seja encontrado, ou seja, pode
ser necessario fazer backtracking. Note que as regras de inferéncia para os conectivos
assincronos apresentam somente uma maneira de serem aplicadas.

Outro modo interessante para caracterizar a diferenca entre conectivos sincronos e
assincronos ¢ a invertibilidade das regras de inferéncia. Em uma regra de um conectivo
assincrono, a conclusio (parte inferior) é valida se, e somente se, as premissas (parte
superior) forem validas. Para as regras dos conectivos sincronos isso nao é neces-
sariamente verdadeiro. Tome como exemplo a regra [®;], da disjunc¢ao aditiva: se a
premissa A; for verdade, certamente A; @ A, serd verdade, porém a volta (A1 DAy = A;,
i € {1,2}) é obviamente invélida.

Provas focadas sao formadas por duas fases alternantes: assincrona e sincrona.
Uma fase assincrona é composta por aplicagoes de regras de inferéncia de conectivos
assincronos, e uma fase sincrona é composta por aplicacao de regras de inferéncia de
conectivos sincronos. Essas regras sao mostradas na Figura 4.7. O sequente do sistema
de provas focado para a logica linear classica é formado por trés elementos: um conjunto
© de formulas classicas, um multiconjunto T' de formulas lineares e o objetivo (goal).
Esse objetivo é exatamente uma féormula na fase sincrona, e pode ser nenhuma ou mais
formulas na fase assincrona. Além desses elementos, existe uma seta vertical em cada
sequente que indica uma fase assincrona ({}) ou uma fase sincrona ({}). A logica linear



4.4. OPERADORES delay 27

com subexponenciais possui os mesmos elementos, com a diferenca que © é substituido
pelo conjunto de locations K:

K:I'tL K:T|F

As formulas do lado direito dessa seta sao ditas “focadas”™, e regras de inferéncia
sao aplicadas somente a essas formulas seguindo a seguinte disciplina: aplicam-se regras
assincronas sempre que possivel, passando as formulas sincronas para o contexto (regra
[R1]), e uma fase sincrona ¢ iniciada somente se nao existirem mais formulas negativas
no objetivo, uma formula positiva é escolhida do contexto com uma das regras |D;| ou
|D1]. Além disso, se uma formula negativa for encontrada enquanto se decompde uma
formula positiva, a fase sincrona é imediatamente interrompida e inicia-se uma fase
assincrona (regra |[R|}]) até que a formula negativa seja completamente decomposta.

Considere, por exemplo, a prova da equivaléncia (P® Q)+ = P+&Q+ nas Figuras
4.5 e 4.6. Como o sistema é one-sided, a formula (P® Q)" é passada para o lado direito
sem a negacao. Se a primeira regra a ser aplicada for [®], ndo é possivel encontrar uma
prova para o sequente, como mostra a Figura 4.5. Porém, encontra-se a prova ao iniciar
por |&]. Utilizando a estratégia de focusing, a primeira regra a ser aplicada seria [&] a
PL&@Q*, por se tratar de uma féormula assincrona.

0
I .

-PPLT FPQ
F P, PtaQ+

©1

FP®Q,PraQt

Figura 4.5. Prova sem utilizar focusing.

l—P,Pi] I—Q,QLI

FP®Q, Pt FP®Q,Qt
FP&Q, PRt

Do
&

1

Figura 4.6. Prova utilizando focusing.

4.4 Operadores delay

Uma prova utilizando focusing alterna entre duas fases: sincrona (ou positiva) e assin-
crona (ou negativa). Essa divisao de fases foi proposta por Andreoli [Andreoli, 1992]
para definir uma estratégia de aplicacao das regras de inferéncia e reduzir o espago de
busca, eliminando provas equivalentes, como foi explicado na Secao 4.3.

4E importante observar que em uma fase assincrona é possivel focar em um conjunto de férmulas,
enquanto em uma fase sincrona foca-se em apenas uma férmula.
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A polaridade de uma formula (positiva ou negativa) é determinada por seu conec-
tivo mais externo, e uma fase negativa ou positiva da prova de um sequente é carac-
terizada pela aplicacao consecutiva de regras de inferéncia de conectivos negativos ou
positivos, respectivamente.

Algumas vezes, durante uma prova, pode ser interessante parar uma fase (positiva
ou negativa) para que ela ndo se torne muito grande. Isso pode ser ttil, por exemplo, ao
se definir conectivos sintéticos, que sao como “macros” para sequéncias de aplicacoes de
regras utilizadas com frequéncia. Para se conseguir alternar entre fases artificialmente
sao utilizados “operadores” chamados delays (atrasos). Um delay pode ser negativo
(forga a prova a entrar em uma fase negativa, independente da anterior) ou positivo
(forga a prova a entrar em uma fase positiva, independente da anterior). Isso é feito
acrescentando-se ’9 L ou ®1 & formula com a qual se esta trabalhando. E importante
observar que as seguintes relacoes sao validas na légica linear:

A=A®1
A= A9l

Porém, apesar da equivaléncia semantica, a prova focused das duas formulas
apresenta comportamento diferente, como serd mostrado a seguir.

Delay positivo

Seja F' uma sub-formula de uma férmula negativa na qual a prova esta focada. Isso
significa que a prova estd em uma fase assincrona. A decomposicao dessa formula
resultara, em algum momento, em F. Se F' for positivo, uma regra do tipo [Rf}| sera
utilizada para coloca-la de volta ao contexto e ela s6 serd utilizada novamente quando
nao houverem mais féormulas negativas. Entretanto, se F' for negativa, pela disciplina
de provas utilizada, ela seria a préoxima férmula principal. Porém, isso poderia resultar
em uma fase assincrona muito extensa, e pode ser desejavel que a prova de I seja
separada da prova da férmula que lhe deu origem por questoes seméanticas. Para isso
é utilizado o delay positivo. Observe a prova abaixo:

Ki: T} F Kg:-lll{g]
K:TUF®1 D]
K:T,F®11- [Rflr]
K:THF®l1

Note que na aplicagdo da regra [D;]| poderia ser escolhida outra féormula para a conti-
nuacao da prova, o que desvincula o bloco assincrono anterior da prova de F'. Isso pode ser
feito porque a utilizagao do delay positivo (®1) forgou F' a ser colocada de volta ao contexto,
e dessa maneira sua avaliacdo pdde ser atrasada.
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Delay negativo

O delay negativo é andlogo ao positivo. Seja F' uma sub-formula de uma férmula positiva na
qual a prova esté focada. Isso significa que a prova estd em uma fase sincrona. A decomposicao
dessa formula resultard em F' em algum momento. Se F' for negativa, a prova continuara
com essa férmula, mudando para uma fase assincrona. Entretanto, se I’ for positiva, pela
disciplina seguida, a prova ir& continuar com essa férmula em uma fase sincrona. Da mesma
forma que ocorre com a fase assincrona, a existéncia de uma fase sincrona muito extensa pode
ser indesejavel, e para forcar a divisao da prova de F' da sua superférmula, pode ser usado
um delay negativo.

K:T|F
K:T,FAq-
K:THF [Ij_m
K:THF, L [[ ]]
K:T'{ FoL
K:Tl| FglL [R4]

[D1]

Observe que na aplicacao da regra [D;] poderia ser escolhida outra formula, além de
F| para a continuagao da prova. Esse fato desvincula a prova da férmula que deu origem a
F da prova de F de fato. Isso foi possivel devido a utilizacao do delay negativo ("®L) que,
iniciando uma fase assincrona, permitiu com que F' fosse colocado de volta no contexto e que
sua avaliacao fosse atrasada.
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FASE ASSINCRONA

FK:THL,A FK:THL,B FK:THL,AB
~K:T ft L, AB & D—IC:FﬂL,A?B[ |

FK:THL
FetqLT 'l Frorgono

FIC:T{ L, A{c/x} y FK+A:THL
FI:T{ L, Va.A [ FK:THL7"A

7]

FASE SINCRONA

FRTT A a4, 01 PR ek TAlAgp 1@ dadoque (K =Kylerw]
B FIC:T | A{t/z}
7|_,C:_ul[1,dad0quelC[I\W]—(l)] FK T 3u.A E]
FX<;:-t A
W[!l,dadoquelC[{x\lﬁ:v/\:xgél/\/}]:@]
REGRAS ESTRUTURAIS E IDENTIDADE
K4 P:T P TP
FK1 PiT ] [D;, dado que I € CNW] K P.T ] [D;, dado que [ ¢ CNW)]
FIC:T | P FIC:T 4 N FIC:T,S 4 L
rereg Pl Ferey BY Fergrs B

L+ K,C[s/loc, §/loc]
LEK,Yloc.C

[U;,dado que s € L]

LUlocHK,C

TE K miloc.C [m;,dado que loc é um novo location]
5 100 .

Figura 4.7. Regras de inferéncia para a logica linear SELLF com focusing. Nessa
figura, a assinatura dos subexponenciais tem a seguinte propriedade: C C W.
Além disso, L é uma lista de formulas, I' é um multiconjunto de férmulas e
literais positivas, A, ¢ uma literal de polaridade positiva, P é uma literal nao
negativa, S é uma literal ou formula positiva e N é uma féormula negativa.



Capitulo 5

Implementacoes

5.1 Implementacao da légica linear com
subexponenciais

O sistema de provas SELLF da Figura 4.7 foi implementado na linguagem de programagao
logica A-Prolog [Reis & Pimentel, 2010]. Essa linguagem é a implementacao de um fragmento
da logica classica intuicionista (formulas de Harrop). Portanto, nesse caso, esse fragmento ¢é
a meta-légica e a logica linear com subexponenciais é a légica-objeto. A maioria dos conec-
tivos de SELLF podem ser especificados diretamente com os conectivos da légica classica
intuicionista, ja que a semantica difere apenas na manipulagdo do contexto. Observe por
exemplo as regras para a conjuncao em SELLF (® e &). A conjuncao aditiva (&) tem a
mesma semantica que a conjun¢ao (A) na logica classica (Figura 5.1). A diferencga entre as
versoes aditiva e multiplicativa estad no contexto das premissas e da conclusao.

'-rA T'FB
A AN B

]

Figura 5.1. Regra de conjuncao & direita para a logica classica.

IAFB
TS 7 P
'-rA > B
Figura 5.2. Regra de implicagdo & direita para a logica cléssica.

As formulas de Harrop, fragmento da logica cléssica intuicionista implementado como a
linguagem A-Prolog, ndo possuem qualquer controle sobre o contexto dos sequentes. A tnica
operacao permitida é a adicao de férmulas, que ocorre quando se utiliza uma implicacao do
lado direito do sequente (Figura 5.2). Logo, o contexto da meta-logica é Gnico e crescente.

Por ser uma légica de recursos finitos, a logica linear permite que formulas sejam con-
sumidas, ou seja, ‘retiradas” do contexto quando utilizadas. Nessa logica as férmulas podem
também ser acrescentadas ao contexto. Além disso, ainda é possivel verificar se o contexto,
ou parte dele, estd vazio ou nio, utilizando o operador !!, como foi mostrado na Secao 4.2.1.

31
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A presenca dos subexponenciais oferece um controle maior sobre o contexto da logica ob-
jeto, que pode agora ser interpretado como uma divisdo em varios subcontextos, cada um
correspondendo a um subexponencial e outro para a auséncia dos mesmos. Cada um dos
contextos K; contém todas as formulas cujo operador principal seja 7%, e o contexto I' contém
as formulas que nfio possuem subexponencial ?* algum. Devido a essa divisdo, e & relacdo de
pré-ordem entre esses indices, é possivel agora inserir férmulas em um subconjunto especifico
do contexto e conferir se um ou mais deles esta vazio (Segao 4.1.2).

E facil ver que a logica objeto possui um controle muito maior do contexto que a meta,
logica. Devido a essas diferencas, nao é possivel utilizar o contexto de A\-Prolog como o con-
texto de SELLF. Portanto, para a implementacao da légica-objeto o contexto foi representado
explicitamente, como um dos argumentos do predicado principal. A estrutura escolhida foi
uma lista de pares, em que cada par é formado por um identificador 7, representando o indice
de um subexponencial, e uma lista contendo as férmulas que possuem o subexponencial ?°
como operador mais externo (sem o operador, i.e., uma féormula F' em K; representa a formula
?'F em um sequente que ndo possui essa divisdo dos contextos).

Para que fosse possivel implementar as regras de inferéncia da Figura 4.7, foi necessario
implementar todas as operacoes realizadas sobre o contexto, mostradas na Figura 4.4. Elas
sdo:

KC <;: retorna as féormulas com subexponencial ?% tal que i < [.

K +; A: insere A no sub-contexto cujo identificador é [ (que contém as formulas com
marcador ?'). Essa funcdo ¢ usada na aplicacio da regra [?!].

e K[S]: retorna as formulas com subexponencial ?* tal que i € S.

K =K1 ® Ka: divide o contexto respeitando a “linearidade” das férmulas, i.e., se uma
formula pode sofrer contraction, ela seré colocada em Ky e Ko simultaneamente, como
se tivesse sido duplicada.

Essas sdo operacgoes relativamente simples de recursao em listas e portanto implemen-
tadas com facilidade em uma linguagem de programagcao logica como A-Prolog. Dadas essas
operagoes, a implementagao das regras de inferéncia de SELLF é imediata, ja que sdo uti-
lizados os conectivos da légica intuicionista. Suponha a existéncia de um predicado sellf,
que recebe como parametros o contexto e a formula focada. A implementacdo das regras de
conjuncao aditiva e multiplicativa é mostrada na Figura 5.3.

sellf (K, [(A & B)|L]) D sellf(K,[A|L]) A sellf(K,[B|L])
sellf (K, (A® B)) D split(K, Ky, Ky) A sellf(Ky, A) A sellf( K, B)

Figura 5.3. Implementacao das conjungdes de SELLF em A-Prolog.

Os operadores da logica linear que nao possuem correspondente na légica classica sao
os exponenciais (e subexponenciais), logo, a implementacdo desses operadores deve ser feita
utilizando as féormulas de Harrop de modo que sua seméntica continue a mesma. Como
as regras de inferéncia para esses operadores lidam principalmente com operacoes sobre o
contexto, as implementacoes dessas operacdes sdo utilizadas. Para a regra de 7%, a férmula
é retirada do contexto e inserida no conjunto do subexponencial com indice i. Isso é feito
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utilizando a operacdo K+; A, e retirando a formula ?° A da lista onde estdo as formulas focadas.
Para a regra do !, é necessario conferir a condicio com a operacao K[S] e apagar as formulas
necessérias (caso haja) com a operacdo K <;. A féormula focada “A continua no foco, mas
sem o operador !*. A implementacdo de ambas as regras estdo mostradas na Figura 5.4.

sellf (K, [7'A|L]) D sellf(K +; A, L)
sellf(K,1"A) D wazio(K[{z | i £z Ax & W}]) Asellf(K <;, A)

Figura 5.4. Implementacao dos subexponenciais de SELLF em A-Prolog.

E importante observar que quando a prova estd em uma fase assincrona, o segundo ar-
gumento do predicado sellf é uma lista de féormulas em vez de apenas uma. Asregras D, que
alteram a fase da prova de assincrona para sincrona, consistem na escolha nao-deterministica
de uma formula de K.

O codigo fonte dessa implementacao estd no Apéndice A.1.

5.2 Utilizando SELLF como uma meta-légica

Utilizando a implementacao de SELLF descrita na Secao 5.1 foi possivel implementar a es-
pecificagdo em logica linear com subexponenciais de alguns sistemas de prova (Secao 5.2.1) e
de uma linguagem de programacao simples (Segao 5.2.2).

Dado que SELLF foi implementado em A-Prolog, pode-se assumir a existéncia de um
predicado sellf, que recebe como argumentos um sequente da légica linear focada (contexto
classico', contexto linear e objetivo) e tenta provar o objetivo utilizando as féormulas dos
contextos. Essa implementacao possibilita o uso de SELLF como uma meta-logica.

Um sistema especificado em SELLF consiste de uma série de férmulas na légica linear
com subexponenciais que descrevem a seméantica de cada comando do sistema. A prova de uma
férmula deve corresponder & execugdo do comando que ela representa. No caso da especificacao
de sistemas de céalculo de sequente de outras logicas, cada férmula corresponde & defini¢ao
da regra de introdugao um conectivo 16gico ou uma regra estrutural (weakening, contraction,
etc.). No caso da linguagem de programacao, cada férmula corresponde a um construto
da linguagem (load, unload, etc.). Dado um sequente na logica-objeto ou um programa na
linguagem especificada, a prova do sequente ou execu¢do do programa podem ser obtidos
fazendo a traducdo (parsing) dos comandos ou férmulas e usando o predicado sellf para
provar as féormulas em LL. Essa prova em logica linear correspondera a prova do sequente na
légica objeto ou execucao dos comandos na linguagem de programacao.

Entretanto, a presenca de varias férmulas aninhadas e comandos com defini¢oes recur-
sivas torna dificil que a traducao seja feita em um s6 passo. A resolugdo desse problema é a
avaliacao preguicosa (lazy evaluation) do objetivo. O conceito de definitions permite que a
traducao seja feita pelo proprio interpretador, apenas quando necessério, com a condi¢ao que
a especificacdo do sistema completo esteja no contexto classico.

Dada uma féormula a na logica objeto? e sua especificacio B em SELLF (meta-logica),
a expressao:

ldevidamente dividido pelos subexponenciais
2a também poderia ser um comando do sistema especificado, porém as denominagdes logica objeto
e formula serdo utilizadas no resto dessa secao.
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a2 B

representa sua definigao (definition). Ela é equivalente & seguinte implicagdo em LL:

B—anBL’S’a

que por sua vez & equivalente a férmula da direita. Essa implicacdo indica que a pode
ser reescrito com B. A prova da Figura 5.5 mostra a sequéncia de aplicagoes de regras que
resulta na reescrita. Note que a formula B+ "9 a estd negada porque o sistema utilizado é
one-sided, e que a reescrita é feita ao focar nela. A féormula a da logica objeto é interpretada
como um &tomo na meta-légica, e isso permite que a sub-arvore de prova da direita termine,
retirando a do contexto linear, e que a prova continue com B, que é de fato a especificacao
de a, e 0 mesmo contexto. Observe que a formula B ® a* (definicdo de a negada) deve estar
em um contexto cléssico, e nao é consumida apés a aplicacdo da regra D;.

7 1
FX:T | B I—-.aUaL[@)]

FK:T,all B®at
K T.af. [D4] dado que (B®at) € K

I—IC:I:’,aﬂL
I—IC:FTTCL,L[Rm

Figura 5.5. Reescrita de a como B.

Para cada definicio ¢ £ B de uma especificacio, a formula B ® a* ¢é colocada no

contexto cléssico, i.e., em um subexponencial que pode sofrer contraction e weakening, ja
que pode ser utilizada sempre que for necessario obter a definicdo de uma férmula da légica
objeto. O predicado sellf é entdo chamado com essas formulas no contexto, e seu objetivo
sera o sequente da logica objeto que se deseja provar (ou o programa que se deseja executar).

5.2.1 Especificacdo de sistemas de calculo de sequentes

A principal vantagem da logica linear com subexponenciais sobre a logica linear é o aumento da
expressividade, i.e., com a primeira é possivel especificar mais sistemas do que com a segunda.
Na logica linear tradicional, é possivel especificar sistemas de sequentes cuja estrutura possua
apenas um conjunto (contexto classico) e um multiconjunto (contexto linear) de formulas. A
existéncia de subexponenciais permite que se tenha quantos conjuntos ou multiconjuntos se
queira. Nessa secao sao apresentados alguns sistemas de célculo de sequentes cujas restri¢oes
estruturais tornam sua especificagdo complicada para a logica linear, mas feita diretamente
em SELLF |Nigam et al., 2010].

Todos os sistemas foram implementados utilizando o interpretador de SELLF em A-
Prolog ja descrito na Secao 5.1. As caracteristicas em comum dessas implementacdes s&o
descritas a seguir. Nas se¢des correspondentes a cada sistema estao explicadas as particulari-
dades de cada um.

Para permitir a interpretacao e traducdo das férmulas da logica objeto para a meta-
logica, foi utilizado o método das definicbes de comandos descrito na Secao 5.2. Essas
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definicdes (formulas do tipo B ® a') sdo armazenadas em um subexponencial especial, deno-
tado oo, cujas férmulas podem sofrer contraction e weakening.

Foi definido um tipo form para as formulas da logica objeto, assim como seus conectivos
e o0s tipos de cada um deles. O mapeamento de féormulas da légica objeto para atomos da
meta-logica é feito por meio dos predicados [-] e ||, que tém tipo form — o (o é o tipo
das formulas da meta-l6gica). [F'] é utilizado quando F' ocorre do lado direito do sequente e
| F'| ¢ utilizado quando ela ocorre do lado esquerdo. Essa diferenciagdo ¢ importante, ja que
as defini¢bes para conectivos que ocorrem do lado esquerdo ou direito de um sequente sdo
distintas. Dessa maneira, é possivel substituir a férmula por sua definicdo correta.

Para todos os sistemas foi implementado um predicado principal que recebe como
pardmetros a estrutura do sequente que se quer provar na loégica objeto. Por exemplo, se
o sequente da logica objeto é formado por algumas férmulas do lado esquerdo e uma formula
do lado direito (como o da logica intuicionista), o predicado principal receberia dois parame-
tros: uma lista de férmulas que ocorrem do lado esquerdo e a férmula que ocorre do lado
direito. O interpretador é responsavel por “atomizar” essas férmulas, aplicando a elas os pred-
icados [-] ou |-|. Estes dtomos sao colocados em uma lista que serd o objetivo do sequente
em SELLF. As defini¢oes das formulas da logica objeto sao colocadas no subexponencial oo
e todos os outros indices subexponenciais necessarios sao declarados com nenhuma férmula.
Apods a construcdo desse sequente, o interpretador de SELLF é chamado, e ele conseguira
provar esse sequente se, e somente se, o sequente da légica objeto também for provavel. Essa
correspondéncia foi provada por Vivek Nigam em [Nigam, 2009] para os sistemas descritos a
seguir.

5.2.1.1 Implementacio da légica GIm

A Figura 5.6 mostra as regras de inferéncia do sistema de calculo de sequentes para a 16gi-
ca minimal, chamado GIm [Troelstra & Schwichtenberg, 1996]. Nesse sistema, as regras de
contraction e weakening sdo explicitas, e portanto as férmulas do lado esquerdo e direito do
sequente serdo representadas por multiconjuntos na logica linear. Para especificar o sistema
G'1m, serao utilizados dois subexponenciais, [ para as férmulas da esquerda e r para as for-
mulas da direita (do inglés left e right), cujos elementos nao poderao sofrer contraction ou
weakening. A aplicacdo de uma dessas regras estruturais em uma férmula na logica objeto
serd representada pela prova em légica linear da féormula que especifica a regra, ao invés da
aplicacao direta de contraction ou weakening na meta-logica. Essa é uma diferenca importante
para separar uma prova na meta-ldgica de uma prova na légica objeto.

Os indices subexponenciais dessa especificagdo estao relacionados pela seguinte orde-
nacio parcial: [ < oo e r =< 0o. Os operadores ?' e 7" colocam as formulas da logica objeto
(4tomos na meta-logica) no subexponencial correto, dependendo se sdao férmulas que ocorrem
do lado direito ou esquerdo do sequente. O operador !! é utilizado nas regras O L e Cut para
garantir que a férmula C' seja passada para o sequente da direita. Dessa maneira, a formula
A (criada pelo C'ut ou antecedente na férmula A D B) colocada do lado direito do sequente
é Unica, assim como na especificacao do sistema. Esse processo é ilustrado pela seguinte
derivagdo da especificacdo da regra Cut:
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F Laim so [T1] 1 [A]# 4 0o F Laim s [T2, Al 1[CT # RUT
F Lo & [Ta)i i Y7[A] T F Lo [T 1[CTH42A)
F Laim co |[T1,T2) 1 [C] & - YU A7 A]

F Leim o [T1,Te] i [C]+- 4t

Deo, 3

Quando o contexto ¢é dividido na aplicacao da regra ®, o atomo [C'| deve ser colocado
no sequente & direita. Caso contrario, ndo seria possivel aplicar a regra !'.
O codigo fonte dessa implementacao estd no Apéndice A.2.

' —A I's,B—C rA—a=nB A, —cC

T A>B —C - r—ai->B-0 T A A Ay — C "F
rh—A I'h—B R F,A{t/x}—>CVL I' — A{c/x}
I,Ts—AAB " T VA ——C I o VzA
F,A{c/m}—>C’E| 1“—>A{t/ﬂc}3 raA—c¢ IB—C
T.3zA—C b T —3zA r.AvB —c VL
I — A; 4 r —c¢C NA,A—=C
T A v A, VT rA—C L rA oo O
I F1—>A FQ,A—>CC
A4 Ty —C ut

Figura 5.6. Calculo de sequentes GIm para a loégica minimal. Nessa figura, I'y
e I'y sdo multiconjuntos de formulas e C' é uma férmula; nas regras 3L e VR, a
variavel ¢ ndo ¢ livre em I' ou C; e i € {1,2}.

(or) |ADB|t® (2 [Al®?|B)) (Or) [A;B} @ (7| A]9?"[B))
(ML) AABJE@ (7 A]le?|B]) (Ar) [AAB]+ ("’" [A]@?"[B])
(Vr) [AV B[t @ (7 A|&?B]) (Vr) [AV BWL ® (T[Al@?[B])
(Vz) |VB ﬁ@?l | Bz | (Vr) [VB]* ®Vz?"[Bz]
(31) LHB |+ @ Vz?'| Bz | (3r) [3B]t@?"[Bz]

() [B]f®[B]* (Cut) thor [Bl®‘” | B]
(Cr) [Bl* @ (?"|B]®?"|B]) (W) |BJ*

Figura 5.7. Lg1m: Especificacao para o sistema GIm.

5.2.1.2 Implementacio da légica mLJ

O sistema mLJ, descrito na Figura 5.8, é um sistema de provas para a légica intuicionista de
multi-conclusao [Maehara, 1954]. A diferenca principal para o sistema da logica intuicionista
tradicional (L.J) é a permissdo da existéncia de mais de uma férmula do lado direito do
sequente. A regra inicial permite que existam férmulas do lado direito e esquerdo do sequente
além da principal (A) e as regras de contraction e weakening nao estdo explicitas (note que
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formulas sao “apagadas” do contexto quando se aplicam as regras de D, ou V,), logo, na
especificacdo em SELLF, os sequentes em mLJ possuem dois conjuntos de formulas (dois
contextos classicos diferentes), um para cada lado direito e esquerdo.

Serdo utilizados, para isso, dois indices de subexponenciais, e ambos devem permitir
as operagoes de contraction e weakening para que sejam conjuntos. FEstes subexponenciais
foram chamados novamente de [ e r. As relacoes de pré-ordem existentes, incluindo o oo, sao:
[ < 00,7 = 00.

A especificacdo de mLJ é mostrada na figura 5.9. Os operadores subexponenciais ?! e
7" sdo utilizados para inserir as formulas nos contextos [ e r respectivamente. O operador I é
utilizado na especificacdo das regras de inferéncia D, e V.., para garantir que as férmulas do
lado direito do sequente sejam apagadas como necessario. A derivagdo abaixo mostra a prova
da férmula que especifica a regra V,.:

b Langco |T] i [Ac]# -4
L F Lang oo D] 1-# -t Va?' [Ax] y
F Ly oo [T i [AVz A i | Vo A]L b Ly oo [T i [AVz A] - PIVa?"[Az] é
F Larpg oo U] 1 [AVz A - |} [VA]L@!WVa?" [ Ax]

|—£MLJ oo I_FJ i [A,V.’L’A} r ﬂ

v, 7"

Do, 3

O codigo fonte dessa implementagao estda no Apéndice A.3.

5.2.1.3 Implementacio da légica LJQ*

Os sistemas apresentados anteriormente podem ser especificados com apenas dois subex-
ponenciais, que representam conjuntos ou multiconjuntos. Isso se deve & estrutura
dos sequentes. Entretanto, existem sistemas que necessitam de mais de dois contextos
para que sejam especificados, por exemplo aqueles que utilizam focusing, um deles é o
LJQ* [Dyckhoff & Lengrand, 2006], apresentado nessa segao.

A Figura 5.10 mostra o calculo de sequentes para LJQ* um sistema focado para a
logica intuicionista com multi-conclusao. Como se pode perceber, seus sequentes possuem
dois formatos: I' = A (ndo focados) e I' F A; A (com a formula A focada). As regras de
inferéncia & esquerda sao aplicadas apenas em sequentes nao focados, e as regras a direita
sdo aplicadas apenas em sequentes focados (na formula que esté focada). Para especificar os
sequentes focados, serd necessirio mais um subexponencial, além de [ e r que foram usados até
agora. Esse indice subexponencial serd chamado de f e armazenara a férmula focada, quando
houver. Nessa especificacao, [ e r poderao sofrer contraction e weakening (sdo conjuntos),
mas nenhuma dessas operacoes podem ser aplicadas para elementos de f (multiconjunto). A
ordenacao parcial desses subexponenciais é dada por: | < r < oco. Nesse caso, [ e r estao
relacionados, diferente das especificagdes anteriores, e r A f, 0 que faz com que, na aplica¢ao
da regra AL, por exemplo, o contexto f esteja garantidamente vazio e [ permaneca inalterado.
A derivacao abaixo corresponde & aplicagio dessa regra, nela, IV é o conjunto I'U {A A B} e

K & uma abreviacio para L17q & |[I"] i [A]# - f -
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rA—a=nB

LA>B — A =

T,AAB,A,B — A

r —A>B,A
' —AANB,AA T'— ANB,B,A

TANB A ! T AAB.A Ar
NLAVBA —A TAVBB—A, T—AVBABA,
I''AvB — A I'— AVBA
I\We A, A{t/z} — A v I' — A{c/x}
[,VzA— A LTS AVZA
I3z A A{c/z} — A . I' — A, dz A A{t/z} 5
[,3zA — A ! I — A3z A r
r—BA I''B— A
LA AA! T — A LU Uy

Figura 5.8. Calculo de sequentes para a légica intuicionista com multi-conclusao

mLJ.
(o) [AD BJ (“”" [A1&2B]) (D) [AD Bl el (?'[A]e?7[B])
() [AAB]Re (7 LAJ #?B])  (A)  [AAB]T @ (7[A]&[B])
(vi) |AvV Bt (' AJ&?B]) (V,) [AvB]te (7[A]l9?[B])
(v;) |VB]t®?|Bzx| V)  [VB]t®!Wa?[Bzx)
(%) [3B]* ®Va?| Bz 3.)  [3B]t®?[Bx]
(L) L)t
D |BIF®[B]" (Cut) ?'[B]@?[B]

Figura 5.9. £,,1;: Especificacdo para o sistema logico intuicionista com multi-

conclusao mLJ.

Lol [T, A B|i[Al7-:- ¢ " o2
FKUIAAB]:E ™ FLpggi|I]#[A]f-:- Wr(?A)e? | B)) é; T
F Lo U] i [A] 5+ MAABHW(?ILAJ??ZLBJ)D 55

FELJQi |TV] »

[Alf-:- 1

O codigo fonte dessa implementacao estd no Apéndice A.4.

5.2.2

Implementacao da linguagem BAG

Recentemente, Nigam [Nigam, 2009] apresentou a especificacdo da seméntica de uma lin-

guagem de programacao simples utilizando a légica linear com subexponenciais.

Essa lin-

guagem, apesar da sua simplicidade, é Turing-completa, i.e., consegue simular uma maquina
de Turing, pois possui instrucoes de leitura e escrita em meméria, condicionais e repeticao. Isso
significa que toda execucao de um algoritmo em uma méaquina de Turing pode ser represen-
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[LASB—A- TLADBBEA LAFB
[LA>BFA L TS ASB AT
[LAVBAEA TAVBBEA r-ABA
[AVBF A L TS AVBA T
LLANBABEA T AA ToBA
T,ANBFA Y I - AAB; A v
r—CA
TASAAL Trca FL1FA T

Figura 5.10. Calculo de sequentes para o sistema focado com multi-conclusao
para a logica intuicionista LJQ.

(Id) [A]* @Al (Lo) [LI*

(O1) [AD Bt @ ("[Aler?|B]) (Dp) [AD Bl ~@l (A" [B])
(Vo) [AvBJte (" A]er?|B]) (Ve) [AVBlrelr(?[A]e?[B])
(AL)  [AABJFeI"(?[A]$?|B]) (Ar) TAABI:@ (" [Ale"?/[B])

Figura 5.11. L 0. Especificacdo do sistema LJQ*.

tada por uma prova em SELLF. A Secdo 5.3 apresenta a semantica de cada comando com sua
respectiva arvore de prova. Com isso, prova-se que o conjunto de algoritmos esta contido no
conjunto de provas da légica linear com subexponenciais (algoritmos C provas em SELLF).

A implementagdo de BAG segue a mesma linha da especificagdo de sistemas de calculo
de sequentes, com algumas leves alteracoes. O conceito de defini¢oes ainda é utilizado, e
portanto, para cada comando ¢ cuja seméantica é descrita pela féormula F' temos a férmula
¢t ® F em um contexto classico chamado def. O tipo dos comandos na linguagem é prog,
e o predicado cmd, cujo tipo é prog — o, é responséavel por mapear construtos de BAG para
atomos de SELLF. O predicado principal, chamado bag, recebe como pardmetro um programa
em BAG e constréi o sequente da légica linear com subexponenciais para ser provado em
SELLF. Esse sequente é formado pelo contexto classico def com as defini¢ées dos comandos,
além de outros que sejam necessarios para a execucao do programa, e possui como objetivo
o programa atomizado pelo predicado cmd. O cddigo correspondente a essa implementacao
estd no Apéndice A.5.

Durante a implementacao e testes, notou-se a necessidade de alteracdo da seméntica
de alguns comandos, de maneira que as formulas apresentadas nesse trabalho diferem ligeira-
mente daquelas apresentadas em [Nigam, 2009].

Toda a descri¢ao da linguagem é feita separadamente, na Secao 5.3.

5.3 A linguagem BAG

A linguagem BAG é uma linguagem de programacao que foi especificada utilizando a logica
linear. Isso significa que foi associado a cada comando uma férmula da l6gica linear, cuja prova
representa a execucdo desse comando corretamente. O exemplo mais simples é o comando
end, que é definido como T (verdadeiro). No sistema de provas focado da logica linear,
a existéncia de um T significa a terminacao de uma prova. Isso corresponde ao final da
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execucao de um programa. Os outros comandos apresentam férmulas mais complexas, mas
todas correspondem a seméantica desejada.

A especificacdo dessa linguagem mostra como algoritmos podem ser especificados uti-
lizando logica. Para cada programa (algoritmo ou sistema) implementado em BAG, existe
uma formula da légica linear correspondente. A execucgao desse programa é representada pela
arvore de prova da férmula correspondente utilizando o sistema de provas focado da logica
linear. Dessa maneira podemos mostrar que o conjunto de especificagoes em BAG esta contido
no conjunto de féormulas da légica linear.

5.3.1 Sintaxe

Os dominios sintaticos de BAG sao os seguintes:

e C : conjunto de constantes e outros tokens necessarios.
e )V : varidveis que representam elementos de C.

e K : variaveis que representam continuacao de programa (observe que esse conjunto é
diferente do contexto K de SELLF).

e L : conjunto de locations.

e N : conjunto de nomes de modulos.

Assume-se que var € V, K € K, L € L e name € N.
As classes sintaticas de BAG sao definidas na Figura 5.12:

tz=c € Cloar

tup := (t1,....tn ) (n > 0)
pat ::= tup | Avar.pat
cond ::= cond, | cond;
condg = 11 Vg (Ve {<, <, =,>>})
cond; ::= is_empty L
bprog ::= prog | Avar.bprog
kprog ::= AK.prog | Avar.kprog

lprog ::= AK.prog | AL.lprog | Avar.lprog
prog = load tup loc prog | unload; loc pat bprog
| while cond, (AK.prog) prog | loop; loc kprog prog
| new loc AL.prog | prog: [| proge
| if cond then kprog, else kprogs prog
| K | plusxyz | mult zyz | end.

Figura 5.12. Classes sintaticas de BAG.
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5.3.2 Semantica

Nessa secao € definida a seméntica de BAG utilizando a légica linear. Sera apresentada a
definicao formal, a arvore de prova correspondente & execucao do comando e uma discussao
sobre cada trecho.

As regras [deff| e [defl}] sdo macros para o processo de substitui¢do de um construto da
linguagem pela sua definigdo na meta-légica. Esse processo é descrito com detalhes na Secao
5.2.

5.3.2.1 Comando load

load tup | prog £ ?ll(tup) % 6t (prog)

F Kyl (tup) : - I 67 (prog)
= Kyil(tup) : 6% (prog) 1 -
F Kyl (tup) : - 6% (prog)
=K s 2 (tup), 6T (prog)
=K : - 2 (tup) 2 6T (prog)
FIC: - load tup [ prog

D4
R

?l

k]
[deff]

O comando load coloca a tupla tup no location [ utilizando a operacdo K.;. KEssa
sequéncia de passos é realizada sem backtracking, ou seja, ndo existe a possibilidade de falha.
Note que a utilizacao do delay positivo na continuacao (prog) permite que outra formula do
contexto linear seja escolhida pela regra D; para ser executada, e também marca o final da
execugao do comando load e inicio de um outro comando do programa.

5.3.2.2 Comando unload

unload; [ pat bprog 2 I(pat v1,--- ,v;)" ® 6 (bprog vy,--- ,v;)

I FICo -t 6~ (bprog vy, -+ ,v;)
FICy - U l(pat vy, -+ v5)t FICo - 6 (bprog vy, -+ ,v;)

FIC: - i(pat vy, - - ,vi)L ® 0~ (bprog vy, -+ ,v;) def
F IC: -l unload; [ pat bprog [dety]

[RY]
[]

O comando unload; encontra uma tupla (v1, ..., v;) com i elementos no location [ tal que
ela satisfaca o padrao pat. A execugdo é continuada com um bprog, que pode ser um prog ou
um Avar.bprog. No segundo caso, a tupla (vi,...,v;) encontrada é passada como parametro
para instanciar var. A escolha das variaveis envolve uma busca no location [, portanto
é possivel que sejam encontradas falhas nessa busca e seja necessario realizar backtracking
durante essa prova.

Observe que ao aplicar a regra ® é necessario dividir o contexto I em K e Ko. Para que
a regra I possa ser aplicada no branch & esquerda, é necessario que Ky [l] = {l(pat v1,...,v;)}
e Ki[k] =0, ¥V k # 1. Isso significa que Ko contera todas as outras formulas, e o programa
continuard a execu¢ao com uma nova fun¢do K que nao contém a tupla (v1,...,v;) no subex-
ponencial [. No momento da aplicagdo da regra inicial, é feita a unificacdo das varidveis
v1, V9, ..., v; com elementos que estao em /.
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5.3.2.3 Comando while

while (t1¥to) (AK.prog1) proga =
[(t1¥t2) ® 0~ ((AK.prog:)(while (t1Vt2) (AK.progi) progs))]
@ [(t1Vt2) ® 07 (progs)]

(]

FIC:- U [(t1Vt2) ® 6 ((AK.prog;)(while (tlvt.g) (AK.progi) prog2))] & [(t1V¥t2) ® &6 (progs)] (def]

F K :- | while (¢ Vte) (AK.progi) progs

Para a continuagao dessa prova, é preciso aplicar a regra &; e escolher um dos dois
termos desse operador para continuar. A escolha que deve ser feita, semanticamente, é se o
while iré iterar mais uma vez (®1) ou se a condicao de parada ja foi atingida e fluxo sai do
while (@,). Abaixo sdo apresentadas as duas opgoes:

FIC: 16 (AK.progi)(while (t1Vt2) (AK.progi) progs

ForUtiWt,  F K- o ((AK.progy)(while (t,¥¢5) (AK .progi) progs [2#]
FK U (t1VE) ® 07 ((AK.progi)(while (t1Vt2) (AK.progi) progz)) (1]

: K-t 6 (progs)
Fer (V) K-8 (proge)
FK U (V) ® 6 (proga) (5]

[RY]
[]

Em ambas as arvores de prova acima, o branch do lado esquerdo ir4 desenvolver a
expressao que representa a condicdo para continuacao do while, com a diferenca que na
segunda arvore ¢ desenvolvido a negacio dessa expressio®. O sucesso nessa computacio
significa que o branch direito pode ser executado normalmente. Caso ela falhe, havera um
backtracking até a aplicacdo da regra @;, o que significa que a execucdo do branch direito
também sera abortada. Observe que a computagdo pode falhar varias vezes se ndo houver
uma heuristica para escolher qual regra sera aplicada e @ for escolhida enquanto (t1Vta) for
valido. O simbolo ¥ representa um dos operadores de comparagao {<, <,=,>, >}, que serdo
aplicados aos termos ¢ e to (que deverdao ser numéricos). Uma discussdo sobre a defini¢ao

dessas operagoes pode ser encontrada na Segdo 5.3.3.1.

5.3.2.4 Comando loop

loop, | kprog prog =
[[(v1,--- ,v)t ® 0 ((kprog vi,--- ,v;) loop; | kprog prog)] ® !* (prog)

30 operador ¥ é o complementar do operador V.
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: - (4]
FK: (v, v)t ® 6 ((kprog vi,-- -, vi) loop; I kprog prog)] @ ' (prog) def
FIC: - loop; ! kprog prog [dety]

Para continuar a execugao do comando loop, é necessério escolher entre dois caminhos:
(1) realizar mais uma iteracdo ou (2) terminar as repeticoes do loop e seguir o resto do
programa. A primeira opcao é equivalente & aplicacdo da regra @1, e a segunda, & aplicacao
da regra ®o. Abaixo estdo as arvores de prova para cada uma das possibilidades:

F o -t 0~ ((kprog vi,--- ,v;) loop, I kprog prog)

R
=Ko § 6~ ((kprog v, - -+ ,v;) loop; | kprog prog) R4

]

I
I—IClz-lLl(vl,--- ,Ui)J‘ []
FR: (o, v)t © 0 ((kprog v, - -+ ,v;) loop; | kprog prog)

[©1]

FICSlA:-ﬂprog p
FIC:- i (pro .
U. (prog) (5]

Na expressao que define o comando loop;, kprog é um programa que recebe como
pardmetro ¢ varidveis e uma continuagdo. Ele é utilizado somente quando o programa ainda
deve iterar mais uma vez no loop, ou seja, € o bloco que serd repetido. As varidveis que sao
passadas sdo aquelas escolhidas do location [, e a continuacgdo é o préprio comando loop, para
que ele seja executado novamente.

Esse comando ir4 iterar nos elementos do location [, retirando-os, um a um, e
processando-os. O programa sé ird continuar (sair do loop) se [ estiver vazio?, ou seja, se
todos os elementos tenham sido processados. Caso a regra @2 tenha sido escolhida antes que
esse location esteja vazio, ird ocorrer uma falha na aplicacdo da regra !' e sera realizado o
backtracking para que @1 seja escolhido.

5.3.2.5 Comando new

new loc AL.prog = @ loc prog

LU{loc} =K :- A prog
LK1 mloc prog
LEK:{ new loc AL.prog

(]
[def]

O comando new é utilizado para criar novos locations durante a execugao do programa.
FEle pode ser visto como uma maneira de alocar espagos para conjunto de dados sob demanda.
Nessa regra, £ é o conjunto de locations e loc & um novo location instanciado no programa.

4E importante ressaltar que nesse loop os elementos sdo de fato retirados de um location e nio sio
colocados de volta.
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Esse novo location seré linear e estara relacionado somente com o inf (location para as formulas
classicas), do qual ele ¢ menor (loc < inf).

5.3.2.6 Comando if then else

if (t1¥t3) then kprog; else kprogs prog =
((t1¥t2) @ 6~ (kprogiprog)) & ((t1V¥t2) ® 6 (kprogaprog))

]

FK: L (V) © 5—(kprog1pro§)) @ ((11Vt2) ® 6~ (kprogaprog)) [defl)]

FIC:- | if (¢1 Vi) then kprog; else kprogs prog

Nesse momento deve ser feita uma escolha nao-deterministica para seguir a prova.
Abaixo estao as duas possibilidades:

K16 (kprogiprog)

- R
- tVty K- 07 (kprogiprog) [J]
K:-{(t1¥t2) ® 6 (kprogiprog) (1]

: Ko o7 (hprogaprog)
e U tlitQ K- u (57(16107"092107“09) [®]
K: | (t1¥t2) ® 6 (kprogaprog) (0]

Este comando if utiliza uma comparacao como condi¢ao para seguir o programa. Caso a
condicao nao seja verdadeira e a regra [@1] tenha sido escolhida, ocorrerd um backtracking até
a aplicacao da regra [@] e a outra opgao sera escolhida. Como as condiges para continuagao da
prova em ambos os casos sao mutuamente exclusivas, garante-se que a execucao certamente ira
continuar com o bloco que deve ser executado (kprog; ou kprogs) recebendo como continuagao
o resto do programa (prog).

Observe que a aplicagdo da regra ® exige a divisdo do contexto K. Nessa regra podemos
seguir com todo o contexto na prova a direita, ja que a prova de (¢1 ¥t2) nao consome férmula
alguma.

5.3.2.7 Comando if then else com is_empty

if is_empty [ then kprog; else kprogs prog = (!i(kproglprog)) @ (3x.l(z) ® 0~ (kprogaprog))

[

- K- 4§ (Ykprogiprog)) @ (3z.l(z) 9 6~ (kprogoprog)) [defy]

FK:-|ifis _emptyl then kprog; else kprogs prog
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Nesse momento deverd ser feita uma escolha nao-deterministica para seguir a prova.
Abaixo apresentamos as duas possibilidades:

K.; -1t kprogiprog ;
= !

[©1]

K- il![(k:proglprog)

K : - 4 1@){t/2}, 6~ (kprogsprog)
K- 3zl(x),6 (kprogaprog)
K| 3xl(x) 2 d (kprogaprog)

El
]
[©2]

Se a escolha for seguir pela aplicagdo da regra 1], a prova sé terd sucesso se [ de
fato estiver vazio. Caso contrario, a aplicacio da regra [!] ira falhar e sera realizado um
backtracking até o ponto onde houve a escolha nao-deterministica, ¢ o outro caminho sera
tomado.

Se a escolha for pela aplicacdo da regra [®s], a prova s6 terd sucesso caso exista de fato
algum elemento no location I, o que fard com Jx.l(z) seja verdadeiro. Caso contrario, serd
realizado um backtracking até a aplicagdo da regra [@o] e a outra opgao sera escolhida.

Em ambas as situagoes, o programa ira executar o bloco de codigo correto (kprogi ou
kprogs, dependendo se o contexto [ esta vazio ou ndo) que recebe como continuagao o restante
do programa (prog).

5.3.2.8 Comando para escolha de continuacao

progi [| progs £ progi @ progs

: ®;
K-l progi @ progs { deg‘i)]
FIC: - prog: [] proge

A utilizagdo desse comando faz com que a computacao execute um dos dois programas.
Se um deles falhar, é feito um backtracking até a aplicacao da regra @; e escolhe-se a outra
opcao.

Essa é uma maneira alternativa de fazer um if quando a condi¢dao nao for comparacao
aritmética ou contetido de um location. Por exemplo, suponha um algoritmo em grafo no
qual, em certo momento, deve-se escolher que acdo tomar baseando-se no fato do vértice ja
ter sido visitado ou ndao. Podemos escrever o seguinte codigo:

unloady; [ (v, visitado)
acao para vértice visitado
[Junloads ! (v, naoVisitado)

acao para vértice ndo visitado



46 CAPITULO 5. IMPLEMENTAGOES

Nessa situacio, [ deve ser um location que armazena os vértices com a informacao de
visita. Considerando a semantica do comando [], o fluxo do programa ira escolher continuar
por um dos dois comandos unload. Caso a escolha seja pelo primeiro e nao exista vértice v
visitado, a computagao falha e realiza um backtracking que ird escolher o segundo unload.
Observe que a varidvel v nao estd instanciada. Esse trecho de co6digo ird escolher um vértice
v (instanciar) no momento em que realizar o unload.

5.3.2.9 Comando end

end £ T

=17
FC:- 9T
FK: 7 end 9]

O comando end determina o final de uma computacdo. A utilizacdo de T permite que
se termine a prova.

5.3.3 Aritmética

A aritmética da linguagem consiste apenas de operacdes com nimeros inteiros e positivos.
Como elementos basicos temos o zero, representado por zero, e a fungao sucessor, representada
por succ. Dessa maneira, o nimero 1 (um) seré escrito como succ zero durante uma prova.

5.3.3.1 Operadores de comparacao

A linguagem BAG possui cinco operadores de comparagao aritmética: <,<,=,>,>. Com
excecao da igualdade, eles podem ser definidos através de formulas da logica linear, como
apresentado abaixo:

r<y & [x=1zero] @ [32y. (x = succx’) @ (y=succy) @ (' <9
z<y 2 [z<y ® z=y]"
e>y L >y @ =yt
r>y 2 [y = zero] @ [F2'y. (x = succx’) @ (y = succy’) @ (&' >1v)]

Essas defini¢Ges sao todas recursivas e seguem o mesmo raciocinio. Suponha que que-
remos saber se x < y. Entdo, encontram-se x’ e 3/ antecessores de z e y e aplica-se a estes
0 mesmo operador. Se for obtida uma expressdao em que x seja igual a zero, garantimos que
ele é o menor. Se y atingir zero antes de z, ndo existird antecessor e ambas as expressdes que
constituem o @ (disjuncao) irao falhar (serao falsas), e portanto a expressao x < y sera falsa.

As defini¢oes das comparacoes sao formulas puramente positivas, pois utilizam somente
operadores sincronos: @, ® e 3. Dessa maneira, a prova de xVy (¥ € {<, <, >, >}) é composta
por exatamente uma fase positiva (sincrona) e nao consome féormulas do contexto (o que s6
ocorre em uma fase assincrona ou na mudanca de uma fase assincrona para sincrona - ver

regras D e Rf}).
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Entretanto, como essas operagbes ja existem em A\-Prolog, elas ndo foram implementadas
novamente. A prova de cada uma dessas comparagoes foi feita com o axioma inicial de SELLF’
apenas exigindo que a mesma comparacao fosse verdadeira em A-Prolog.

5.3.4 Exemplo

O programa em BAG da Figura 5.13 ordena um vetor de ntimeros inteiros e positivos. Como o
contexto da légica linear é um conjunto, e portanto nao distingue entre permutacoes diferentes
dos elementos, foi utilizado um par [i, n] para representar cada elemento do vetor, onde i é o
indice e n o valor. Os comandos loop2 e unload? sao utilizados para lidar com os pares do
contexto.

O algoritmo apresentado é similar & ordenagao por selecao, que escolhe o menor elemento
do vetor e o coloca na primeira posi¢ao do sub-vetor ainda ndo ordenado. Inicialmente, o vetor
nao ordenado estd em [1. Se esse vetor é [4,3,2,1], ele é representado da seguinte forma:
[1,4],[2,3],[3,2],[4,1]. O primeiro loop escolhe o primeiro elemento de (1, ou seja, [1,4] no
exemplo dado, e o armazena em [2. E importante observar que um comando loop retira os
elementos do location, portanto, o segundo loop vai percorrer todos os outros elementos de
[1 verificando se existe algum menor do que aquele que acabou de ser colocado em [2. Caso
exista, apenas os elementos (nao os indices) sdo trocados. Apds o segundo loop entdo, [1,1]
estard em (2 e [2,3],[3, 2], [4, 4] estard em [3. Os elementos ja verificados sao colocados em [3,
e logo ap6és o término dessa etapa sdo colocados de volta em [1 para que o programa continue
buscando o préximo elemento menor.

loop2 11 ( ( (
load [N,D] 12 (
loop2 11 ( (
unload2 12 ( (
if (Dx < Dmin) (
load [Min,Dx] 12 (load [X,Dmin] 13 K1)

)
(
load [Min,Dmin] 12 (load [X,Dx] 13 K1)
)
K
))
)
(
loop2 13 ( ( load [A,B] 11 K3)) K1
)
)
)))
done

Figura 5.13. Ordenacao de um vetor em BAG.






Capitulo 6

Conclusao

6.1 Resultados

A primeira contribuicdo desse trabalho foi a implementacio de um interpretador para a logica
linear com subexponenciais, que nao existia até o momento. Com essa implementacao foi
possivel validar as especificacdes de outros sistemas nessa logica.

A segunda contribuicdo foi a especificacdo da linguagem de programacao BAG. Ela foi
proposta por Nigam |Nigam, 2009|, porém, durante a implementacdo foram encontradas e
corrigidas algumas falhas, por exemplo, a seméantica do comando if. Além disso, foram apre-
sentadas as derivagoes das defini¢cbes de todos os comandos, provando assim que a execucao
de um programa em BAG corresponde sempre a uma prova na légica linear com subexpo-
nenciais. Mais do que isso, com a utilizacao de delays é possivel dividir a arvore de prova
do programa em fases que delimitam a execugdo de cada comando separadamente. Esse re-
sultado permite que se explore novas utilizacoes da logica linear com subexponenciais. A
possibilidade de especificar qualquer algoritmo sequencial na légica torna possivel que algu-
mas propriedades desses algoritmos sejam verificadas a partir de sua descricao formal. O
interpretador de SELLF pode ser utilizado para realizar essas provas automaticamente.

6.2 Trabalhos futuros

Apesar de apresentar uma implementacdo para SELLF nesse trabalho, muitas melhorias
ainda podem ser feitas. Uma delas é a implementacido desse sistema como um interpretador
interativo, como existe para a linguagem Prolog e A\-Prolog, por exemplo. Esse sistema esta
atualmente em fase de implementacao, na linguagem OCaml, em parceria com Vivek Nigam e
Elaine Pimentel. Espera-se obter um framework similar ao da linguagem A-Prolog, estendido
com 0s conectivos da légica linear com subexponenciais. Dessa maneira sua utilizagao ficara
independente da construgdo manual do sequente e chamada a um predicado (sellf). As
especificacoes serao descritas de maneira direta e toda a traducao e aplicagao de definicoes
serd transparente para o usuario.

Outro ponto a ser explorado sdo quais informagoes podem ser extraidas de uma imple-
mentacao em SELLF. Foram estudadas as especificacoes de sistemas logicos na logica linear co-
mum e sabe-se que é possivel provar a propriedade de cut-elimination' automaticamente com

YA regra cut ¢ admissivel.
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essas especificagbes [Miller & Pimentel, 2002]. Em particular, foi apresentada uma maneira
automéatica para se provar essa propriedade para a logica LU? [Pimentel & Miller, 2005]. Essa
prova foi implementada no sistema SELLF apresentado neste trabalho. Seria interessante es-
tender esse resultado para especificagoes na légica linear com subexponenciais, ja que ela
consegue codificar um conjunto maior de sistemas.

2Logic of Unicity |Girard, 1991]



Apéndice A
Cdédigo-fonte

Nesse apéndice estdo os codigos-fonte de todas as implementacoes citadas neste trabalho.
Cada um foi implementado como um moédulo de A-Prolog, que é formado por dois arquivos.
O primeiro é a assinatura, onde estdo a declaracao dos tipos utilizados, construtores de tipos,
constantes e operadores. O segundo é a implementacdo dos predicados declarados na assi-
natura.

A.1 Implementaciao de SELLF

A.1.1 Assinatura
T et e e Tt e e e At o e s

% %
% Interpreter for the linear logic with subexponentials (SELLF) %
% Signature file. h
% h
% Author: Giselle Machado N. Reis %
v 2010 h

WIB DI o T T o o T T o o T T T o o T T o o T T o o T T o o T o e T e T o
sig sellf.

%% Top level predicate
type sellf (list k) -> (list o) -> (list o) -> o.

%% Type definitions

kind pair type -> type -> type. %% pair type constructor
kind k type.

type k_elm index -> list E -> k.

kind index type. % Subexponential index type

type at index -> A -> o.

%%%h% The logical connectives for SELLF
%% Some are commented out because they already exist in Teyjus

%% Asynchronous operatos

“type & o ->o0 ->o.
type e o ->o0 -> o.
type 7 index -> A -> o. % with index

o1
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% a kind of false

52
htype pi o -> o.

type top o. % a kind of true
type bottom o.

type create index -> o -> o.
infixl @ 8.

%% Synchronous operators

“type ; o ->0 ->o.
htype s o ->o0 ->o.
“type sigma o -> o.

type bang

index -> o -> o. % with index

type bang_empty index -> o -> o. % with index

% a kind of true
% a kind of false (never used in the inference rules...

htype true o.
type zero o.
type inst index -> o -> o.

%% Function type definitions

type prove_a (list k) -> (list o) -> (list o) -> int -> o.
type prove_s (list k) -> (list o) -> o -> int -> o.

% This is necessary so that I can have other types in K, like integers

type my_not A -> A.

type pos o -> o.
type neg o -> o.
type non_literal o -> o.
type literal o -> o.

type cont index -> o.
type weak index -> o.
type pred

index -> index -> o.

%% Clauses for functions involving K

type k_geq
type k_subset
type k_subset2

type k_insert index
type k_split (list
type k_get index
type k_not_weakenable (list
type k_insert_end index

%% Clauses of side conditioms

type conditionl (list
type condition_dl index
type not_condition_dl index
type condition_and (list
type condition_bang index
type condition_init (list

type condition_init_2 (list

%% Auxiliars
type is_in
type is_in_k
type is_index
type has_index
type is_empty

->
k)
->
k)
->

k)
->
->
k)
->
k)
k)

index -> (list k) -> (list k) -> o.
list index -> (list k) -> (list k) ->
list index -> (list k) -> (list k) ->

A -> (list k) -> (list k) ->
-> (1ist k) -> (list k) -> o.
(list k) -> list A -> o.

-> list A -> o.

A -> (list k) -> (list k) ->

-> o.
0.

0.
-> (list k) -> o.

(list k) -> o.

-> list o -> A -> o.

-> list o -> index -> A -> o.

A -> list A -> o.

A -> (list k) -> o.

index -> (list k) -> o.

A -> index -> (list k) -> o.
index -> (list k) -> o.

type append list A -> list A -> list A -> o.

type split list
type insert_nd A -> list
wh 1/0

kind printcommand type.

A

A -> list A -> 1list A -> o.

-> list A -> o.

why?)
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type pc A -> printcommand.

type nl, fl printcommand.

type printf list printcommand -> o.
type print_context  (list k) -> (list o) -> o.
type print_k (list k) -> o.

type print_g (1ist o) -> o.

A.1.2 Cédigo-fonte
A A A A A A AN AN A AR AN AN AN A AN AN A A AR AN AN AR AR A

% h
% Interpreter for the linear logic with subexponentials (SELLF) %
% %
% Author: Giselle Machado N. Reis h
% 2010 h
YNNI AN AN Y YNNI YNNI YYANA

%% OBS: Since there are a lot of calls to functions that are not acctually part of the rule,
%% it was conventioned that these calls be placed one tab ahead from the actual implementation
%% of the rule.

%% 0BS2: the integer N in each rule is for debugging purposes.
module sellf.

%h%% Inference rules for SELLF

sellf K G L :- prove_a K G L 0.

%%% Asynchronous Phase

prove_a K G (top::L) N :-
printf [nl, pc N, pc " Top rule.", nl, f1],
print_context K G.

prove_a K G (bottom::L) N :-
printf [nl, pc N, pc " Bottom rule: continuing with list ’", pc L, nl, fl],
N1 is N + 1,
prove_a K G L N1.

prove_a K G ((A & B)::L) N :-
printf [nl, pc N, pc " Add and rule: divided in two branches with ’", pc A,
pC "no and 7||, PC B, pC II’II’ nl, fl],
N1 is (N * 100 + 1),
N2 is (N * 100 + 2),
prove_a K G (A::L) N1, prove_a K G (B::L) N2.

prove_a K G ((A @ B)::L) N :-
printf [nl, pc N, pc " Mult or rule: ’", pc A, pc "’ and ’", pc B,
pc "’ put in the beginning of the list.", nl, fl1],
N1 is N + 1,
prove_a K G (A::B::L) Ni.

prove_a K G ((? I A)::L) N :-
k_insert I A K K_new,

printf [nl, pc N, pc " Question mark rule: inserting ’", pc A,
pc "’ in subexp ’", pc I, pc "’", nl, fl],
N1 is N + 1,

prove_a K_new G L N1.

prove_a K G ((pi A)::L) N :-
printf [nl, pc N, pc " For all rule: with expression ’", pc A, pc "’", nl, f1],
N1 is N + 1,
pi X\ prove_a K G ((A X)::L) N1.
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%% Location creation
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prove_a K G ((create I A)::L) N :-

printf [nl, pc N, pc
N1 is N + 1,
prove_a ((k_elm I nil)::K)

%%% Synchronous Phase

prove_s K nil (true) N :-
printf [nl, pc N, pc "

G (A::L) Ni.

True rule.", nl, fl],

conditionl K. % side condition: K[I-W] is empty

prove_s K G (A ; B) N :-
printf [nl, pc N, pc "
N1 is N + 1,
prove_s K G A N1.

prove_s K G (A ; B) N :-
printf [nl, pc N, pc
N1 is N + 1,
prove_s K G B N1.

prove_s K G (A, B) N :-
printf [nl, pc N, pc "
k_split K K1 K2,
split G G1 G2,
condition_and K1 K2,
N1 is (N * 100 + 1),
N2 is (N * 100 + 2),
prove_s K1 G1 A N1,
prove_s K2 G2 B N2.

prove_s K G (sigma A) N :-
N1 is N + 1,
sigma X\ prove_s K G (A X)

prove_s K nil (bang I A) N :-
condition_bang I K,
k_geq I K K1,
printf [nl, pc N, pc "
N1 is N + 1,

prove_a K1 nil (A::nil) N1.

% making things easier =)
prove_s K nil (bang_empty I A)
is_empty I K,
printf [nl, pc N, pc "
N1 is N + 1,
prove_a K nil (A::nil) N1.

%% Location instantiation

prove_s K G (inst I A) N :-
printf [nl, pc N, pc "
N1 is N + 1,

Add or 1 rule:

Add or 2 rule:

Mult and rule: proving ’",

N1.

Bang rule: with term ’", pc A, pc "’ and subexp ’",

N :-

Bang empty rule: with term ’",

chose to prove’",

chose to prove ",

pc A, pc ") and ",

" Creating new subexponential index: ", pc I, nl, f1],

pc A, pc "’", nl, f1],

pc B, pc "’", nl, f1],

pc A, pc "’ and subexp ’",

Instantiating subexponential index: ", pc I, nl, f1],

sigma X\ (is_index X K, prove_s K G ((I\ A) X) N1).

%h% Reaction, Identity and Decide rules

%h R - arrow down
prove_s K G N Num:-
neg N,
printf [nl, pc Num, pc

" R arrow down rule: found ’",

pc N,

pc "’ negative, changing to asynchronous phase.", nl, fl],

Numl is Num + 1,

pc B, pc ||7||’

nl, f1],

pc I, pc II’Il’

pc I, pc "’", nl, f1],

nl, f1],
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prove_a K G (N::nil) Numl.

%h R - arrow up
prove_a K G (P::L) N :-
(pos P ; literal P),
printf [nl, pc N, pc" R arrow up rule: passing positive or literal ’", pc P,
pc "’ to linear (Gamma) context. Continuing with ’", pc L, pc "’", nl, f1],
N1 is N + 1,
prove_a K (P::G) L Ni.

%h D1
prove_a K G nil N :-
insert_nd P G1 G,
(pos P ; non_literal P),
printf [nl, pc N, pc " D1 rule: choosing ’", pc P,
pc "’ positive from linear (Gamma) context, changing to synchronous phase.", nl, fl],
N1 is N + 1,
prove_s K G1 P N1.

%% Di - I can suffer contraction and weakening
prove_a K G nil N :-
condition_dl I,
k_insert I P K1 K,
% Using this to avoid loops: everytime a formula is chosen, it is put in the end of the list.
k_insert_end I P K1 K2,
(pos P ; non_literal P),

printf [nl, pc N, pc " Di 1 rule: choosing ’", pc P,
pc "’ positive (or formula) from subexp ’", pc I,
pc "?, changing to synchronous phase.", nl, fl],

N1 is N + 1,

prove_s K2 G P N1.

%h Di - I can’t suffer contraction or weakening
prove_a K G nil N :-

not_condition_dl I,

k_insert I P K1 K,

(pos P ; non_literal P),

printf [nl, pc N, pc " Di 2 rule: choosing ’", pc P,
pc "’ positive (or formula) from subexp ’", pc I,
pc "’, changing to synchronous phase.", nl, fl],

N1 is N + 1,

prove_s K1 G P N1.

Wh I
prove_s K G A N :-
condition_init K G A,
printf [nl, pc N, pc " Initial rule: proving ’", pc A, pc "’", nl, f1],
print_context K G,
flush std_out.

% Initial rule, version for when the atom is of the form 1(m)
prove_s K G (at T A) N :-
% (at I A) is positive and literal by definition
condition_init_2 K G I A,
printf [nl, pc N, pc " Initial rule v2: proving ’", pc I, pc "(", pc A, pc ™", nl, f1],
print_context K G,
flush std_out.

% Initial rule, versions for arithmetical comparisson
prove_s K nil (A <= B) N :-
k_not_weakenable K nil, A <= B,
printf [nl, pc N, pc " Initial rule arith. comp. proving ’", pc A, pc " <= ", pc B, pc "’", nl, fl],
print_context K G,
flush std_out.
prove_s K nil (A < B) N :-
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k_not_weakenable K nil, A < B,

printf [nl, pc N, pc " Initial rule arith. comp. proving
print_context K G,
flush std_out.
prove_s K nil (A > B) N :-
k_not_weakenable K nil, A > B,
printf [nl, pc N, pc " Initial rule arith. comp. proving
print_context K G,
flush std_out.
prove_s K nil (A >= B) N :-
k_not_weakenable K nil, A >= B,
printf [nl, pc N, pc " Initial rule arith. comp. proving

print_context K G,
flush std_out.
% Initial rule, versions for arithmetical comparisson negated
prove_s K nil (not (A <= B)) N :-
k_not_weakenable K nil, not (A <= B),
printf [nl, pc N, pc " Initial rule
print_context K G,
flush std_out.
prove_s K nil (not (A < B)) N :-
k_not_weakenable K nil, not (A < B),

arith. comp. proving

printf [nl, pc N, pc " Initial rule arith. comp. proving
print_context K G,
flush std_out.
prove_s K nil (not (A > B)) N :-
k_not_weakenable K nil, not (A > B),
printf [nl, pc N, pc " Initial rule arith. comp. proving
print_context K G,
flush std_out.
prove_s K nil (not (A >= B)) N :-
k_not_weakenable K nil, not (A >= B),
printf [nl, pc N, pc " Initial rule arith. comp. proving

print_context K G,
flush std_out.

%%%% Operations of the function K

% Erases the formulas in indexes that are lower than or
k_geq I nil nil.

k_geq I ((k_elm X L)::T) ((k_elm X L)::T2)
k_geq I ((k_elm X L)::T) ((k_elm X nil)::T2)

% Chooses the formulas with subexponential index in S.
k_subset S nil nil.

k_subset S ((k_elm X L)::T) ((k_elm X L)::T2)
k_subset S ((k_elm X L)::T) K_new

" pc A, pc " <", pc B, pc ™", nl, fl],
", pc A, pc " > ", pc B, pc """, nl, fl],
" pc A, pc " >= ", pc B, pc "’", nl, f1],
’not ", pc A, pc " <= ", pc B, pc "’", nl, f1]
’not ", pc A, pc " <", pc B, pc ™", nl, fl],
’not ", pc A, pc " > ", pc B, pc "’", nl, fl1],
’not ", pc A, pc " >= ", pc B, pc "’", nl, fl]

- pred I X, k_geq I T T2.
:- not (pred I X), k_geq I T T2.

not related to i.

:- is_in X S, k_subset S T T2.
:- not (is_in X S), k_subset S T K_new.
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% in case X is not in S !is_in X S

% Inserts an element in one of K’s list. Associates a new element with an existing subexponential index.

k_insert I A nil nil :- fail. % ERROR: this index does not exist.
k_insert I A ((k_elm I L)::T) ((k_elm I L1)::T)
k_insert I A ((k_elm X L)::T) ((k_elm X L)::T2)

% Union of functions

k_split nil nil nil.

k_split ((k_elm I L)::T) ((k_elm I L1)::T1) ((k_elm I L2)::T2) :-
not (cont I),
split L L1 L2,
k_split T T1 T2.

:- insert_nd A L L1.
:- k_insert I A T T2.

% OBS: duplicating elements that can suffer weakening *and* contraction. Assuming that cont is subset of weak

k_split ((k_elm I L)::T) ((k_elm I L)::T1) ((k_elm I L)::T2) :-
cont I,
weak I,

k_split T T1 T2.
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% Gets the formulas with subexponential I (not in thesis - implemented to be used in condition_and)
k_get I nil nil :- fail.

k_get T ((k_elm I L)::T) L.

k_get T ((k_elm J L)::T) S :- k_get I T S.

% Returns the set K[I-W] (not in thesis - implemented to be used in condition_init)
k_not_weakenable nil nil.

k_not_weakenable ((k_elm I nil)::T) L1 :- not (weak I), k_not_weakenable T L1.
k_not_weakenable ((k_elm I L)::T) L :- not (weak I), k_not_weakenable T nil.
k_not_weakenable ((k_elm I L)::T) L2 :- weak I, k_not_weakenable T L2.

% Inserts an element in the end of one of K’s list. (not in thesis - trying to solve loops)
k_insert_end I A nil nil :- fail. % ERROR: this index does not exist.

k_insert_end I A ((k_elm I L)::T) ((k_elm I L1)::T) :- append L (A::nil) L1.

k_insert_end I A ((k_elm X L)::T) ((k_elm X L)::T2) :- k_insert_end I A T T2.

%h%%h Side Conditions’ expressions

% K[I\W] = empty (only the formulas that can suffer weakening are left - exactly because they be weakened)
conditionl nil.

conditionl ((k_elm I L)::T) :- weak I, conditionl T.

conditionl ((k_elm I L)::T) :- L = nil, conditionl T.

% I is in C and W
condition_dl I :- cont I, weak I.

% I is not in C and W at the same time
not_condition_dl I :- weak I, not (cont I).
not_condition_dl I :- cont I, not (weak I).
not_condition_dl I :- not (cont I), not (weak I).

% K1 = K2 in subexponentials that can suffer contraction and weakening
condition_and nil _.
condition_and ((k_elm I L)::T) K :-
cont I,
weak I,
k_get T KL,
condition_and T K.
condition_and ((k_elm I L)::T) K :-
% because I don’t want this to be checked two times when both conditions are met.
(not (cont I) ; not (weak I) ), !,
condition_and T K.

% Every set with index not bigger than L (lower than or unrelated) which can’t suffer weakening must be empt;
condition_bang L nil.

condition_bang L ((k_elm I nil)::T) :- not (pred L I), not (weak I), condition_bang L T.

condition_bang L ((k_elm I F)::T) :- pred L I, condition_bang L T.

condition_bang L ((k_elm I F)::T) :- weak I, condition_bang L T.

% (not A) is in G union K[I] and G union K[I-W] is contained in {not A} (for the initial axiom)
condition_init K G A :-

pos A,

literal A,

( G = ((my_not A)::nil) ; (is_in_k (my_not A) K, G = nil) ),

(k_not_weakenable K nil ; k_not_weakenable K ((my_not A)::nil)).

condition_init_2 K G I A :-
has_index (my_not A) I K , G = nil ,
(k_not_weakenable K nil ; k_not_weakenable K ((my_not A)::nil)).

condition_init K G (my_not A) :-
pos (my_not A),
literal (my_not A),
(G = ((A)::nil) ; (is_in_k (A) K, G = nil) ),
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(k_not_weakenable K nil ; k_not_weakenable K ((A)::nil)).

condition_init_2 K G I (my_not A) :-
has_index A I K , G = nil ,
(k_not_weakenable K nil ; k_not_weakenable K ((A)::nil)).

%hhh Positive and negative formulas
pos (A , B).

pos (A ; B).

pos (bang I A).

pos (sigma A).

pos true.

pos zero.

pos (at I A). % 1(m)

pos (my_not A) :- neg A.

pos (A <= B).
pos (A < B).
pos (A > B).
pos (A >= B).

neg (A & B).

neg (A @ B).

neg (? I A).

neg (pi A).

neg top.

neg bottom.

neg (my_not A) :- pos A.

%h%hh Definition of literal
non_literal (A , B).
non_literal (A ; B).
non_literal (bang I A).
non_literal (sigma A).

non_literal
non_literal
non_literal
non_literal
non_literal
non_literal
non_literal
non_literal
literal A

(true).
(zero) .
(A & B).
(A @B).
(7 I4).
(pi A).
(top).
(bottom) .

:- not (non_literal A).

%%%% Auxiliar functions

% is_in X L -> true if the element X is in the list L.
is_in X (X::T).
is_in X (Y::T) :- is_in X T.

% is_in_k A K -> version of the funcion above for K lists
is_in_k A ((k_elm I L)::T) :- is_in A L.
is_in_k A ((k_elm I L)::T) :- is_in_k A T.

% true if X is a subexponential index in K
is_index X ((k_elm X L)::T).
is_index X ((k_elm I L)::T) :- is_index X T.

% true if A has index I in K
has_index A I ((k_elm I L)::T) :- is_in A L.
has_index A I ((k_elm X L)::T) :- has_index A I T.

% true if index I is empty is k
is_empty I ((k_elm I nil)::T).
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is_empty I ((k_elm X L)::T) :- is_empty I T.

append nil K K.
append (H1::T1) K (H1::T2) :- append T1 K T2.

split nil nil nil.
split (H::L) (H::L1) L2 :- split L L1 L2.
split (H::L) L1 (H::L2) :- split L L1 L2.

% non-deterministic insertion
insert_nd A L (A::L).
insert_nd A (H::L) (H::L1) :- insert_nd A L L1.

WhW% I/0

printf nil.

printf (pc (Item : string) :: L) :- !, print Item, printf L.

printf (pc Item :: L) :- term_to_string Item Str, print Str, printf L.
printf (nl :: L) :- print "\n", printf L.

printf (f1 :: L) :- flush std_out, printf L.

print_context K G :- print_k K, print_g G.
print_k K :- print "- K: ", term_to_string K StrK, print StrK, print "\n", flush std_out.
print_g G :- print "- G: ", term_to_string G StrG, print StrG, print "\n", flush std_out.

A.2 Implementacao de GIm

A.2.1 Assinatura

hhhhhh Wk W Wk

h h
% Implementation of Glm’s specification in LL using SELLF yA
% Signature file. h
h h
% Author: Giselle Machado N. Reis h
v 2010 %
bl hhh AN hhh hhhhhhhh
sig gim.

accum_sig sellf.
kind form type.

%% Predicates

type glm (list form) -> (list form) -> o.
type atomize_left (list form) -> list o -> o.
type atomize_right list form -> list o -> o.

%% Brackets down and up
type bd form -> o.
type bu form -> o.

%% Connectives

type imp form -> form -> form.
type and form -> form -> form.
type or form -> form -> form.

type forall (form -> form) -> form.
type exists (form -> form) -> form.
type btm form.

infix imp 8.
infix and 6.
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infix or 4.

%% Subexponentials
type r index.

type 1 index.

type rules index.

type a form.
type b form.
type c¢ form.
type d form.
type e form.
type £ form.
type g form.
type h form.
type p form.

A.2.2 Cédigo-fonte
kT T ATk

h h
% Implementation of Glm’s specification in LL using SELLF YA
h h
% Author: Giselle Machado N. Reis YA
v 2010 %

Tl Tl Tl Tl T T T T T T T T T T T o T o T o T T T T T T T T T T T T o T T o T o T T T o o o o o o o o o

module gim.
accumulate sellf.

glm L R :- atomize_left L L1,

atomize_right R R1,

append L1 R1 F,

prove_a ((k_elm r R1)::(k_elm 1 L1)::

(k_elm rules (

(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd (A imp B)))
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu (A imp B)))
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd (A and B))) , ((? 1 (bd A)) ; (? 1 (bd B)))))::
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu (A and B))) ((?r (bu b)) , (7 r (buB)))))::
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd (A or B))) , ((? 1 (bd A)) & (? 1 (bd B)))))::
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu (A or B))) , ((? r (bu A)) ; (? r (bu B)))))::
(sigma A\ ((my_not (bd (forall A))) , (? 1 (bd (A X)))))::
(sigma A\ ((my_not (bu (forall A))) , (pi x\ (? r (bu (A x))))))::
(sigma A\ ((my_not (bd (exists A))) , (pi x\ (7 1 (bd (A x))))))::
(sigma A\ ((my_not (bu (exists A))) , (7 r (bu (A X)))))::
(sigma B\ ((my_not (bd B)) , ((? 1 (bd B)) @ (7 1 (bd B)))))::
(sigma B\ ((my_not (bd B)) , (bottom)))::
(sigma A\ ((my_not (bd A)) , (my_not (bu A))))::
(sigma A\ ((bang 1 (? r (bu A))) , (7 1 (bd A))))::

((bang 1 (? r (bu A))) , (? 1 (bd B))))):
((7 1 (bd A)) @ (7 r (buB)))))::

nil
))::nil)
nil
F
0.

atomize_left nil nil.
atomize_left (H::L) ((bd H)::T) :- atomize_left L T.

atomize_right nil nil.
atomize_right (H::L) ((bu H)::T) :- atomize_right L T.

%% Polarity
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neg (bd X).
neg (bu X).

%% Subexponentials
%% 1 and r are unrelated
pred 1 rules.

pred r rules.

cont rules.
weak rules.

A.3 Implementaciao de MLJ

A.3.1 Assinatura
R A A A A A A AR AR AR AR R A AR

h h
% Implementation of MLJ’s specification in LL using SELLF yA
% Signature file. h
h h
% Author: Giselle Machado N. Reis h
v 2010 %

DI R DD DD DD DTGB DTD DK DTl o oo b oo b b bl o oo o T o lo T o e o o e o o o o o T o T e
sig mlj.
accum_sig sellf.

kind form type.

%% Predicates

type mlj (list form) -> (list form) -> o.
type atomize_left (list form) -> list o -> o.
type atomize_right list form -> list o -> o.

%% Brackets down and up
type bd form -> o.
type bu form -> o.

%% Connectives

type imp form -> form -> form.
type and form -> form -> form.
type or form -> form -> form.

type forall (form -> form) -> form.
type exists (form -> form) -> form.
type btm form.

infix imp 8.
infix and 6.
infix or 4.

%% Subexponentials
type r index.

type 1 index.

type rules index.

type a form.
type b form.
type c form.
type d form.
type e form.
type £ form.
g

type g form.
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type h form.
type p form.

A.3.2 Cédigo-fonte

Tl Tl T Tl Tl T T T T T T T T T T T T T T o T T T T T T T T T T T T T T o T o o T o T o o o o o o o o o

h h
% Implementation of MLJ’s specification in LL using SELLF YA
h h
% Author: Giselle Machado N. Reis YA
v 2010 %

Tl Tl T Tl Tl T T T T T T T e T T T T o T T T o T T T T T T T T T T T T T o T T o T o o T o o o o o o o o o oo o

module mlj.
accumulate sellf.

mlj L R :- atomize_left L L1,
atomize_right R R1,
append L1 R1 F,
prove_a ((k_elm r R1)::(k_elm 1 L1)::
((k_elm rules (
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu (A imp B))) , (bang 1 ((? 1 (bd A)) @ (? r (bu B))))))::
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu (A and B))) , ((? r (bu A)) & (? r (bu B)))))::
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu (A or B))) , ((? r (bu A)) @ (? r (bu B)))))::
(sigma A\ ((my_not (bu (forall A))) , (pi x\ (bang 1 (7 r (bu (A x)))))))::
(sigma A\ ((my_not (bu (exists A))) , (? r (bu (A X)))))::
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd (A imp B))) , ((? r (bu A)) & (? 1 (bd B)))))::
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd (A and B))) , ((? 1 (bd A)) @ (? 1 (bd B)))))::
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd (A or B))) , ((? 1 (bd A)) & (? 1 (bd B)))))::
(sigma A\ ((my_not (bd (forall A))) , (? 1 (bd (A X)))))::
(sigma A\ ((my_not (bd (exists A))) , (pi x\ (7 1 (bd (A x))))))::
((my_not (bd btm)))::
(sigma A\ ((my_not (bd A)) , (my_not (bu A))))::
(sigma A\ ((bang 1 (bd A)) , (? r (bu A))))::
nil)))::nil)
nil
F
0.

atomize_left nil nil.
atomize_left (H::L) ((bd H)::T) :- atomize_left L T.

atomize_right nil nil.
atomize_right (H::L) ((bu H)::T) :- atomize_right L T.

%% Polarity
neg (bd X).
neg (bu X).

%% Subexponentials
cont r.

weak r.

cont 1.

weak 1.

cont rules.

weak rules.

pred r 1.
pred 1 1.
pred 1 rules.
pred r rules.
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A.4 Implementacido de LJQ*

A.4.1 Assinatura
Tt e et e e st o skt

h h
% Implementation of LJQ’s specification in LL using SELLF A
% Signature file. h
h h
% Author: Giselle Machado N. Reis h
v 2010 %

Tl o Tl ol T Tl T T T Tl T T T T T T T T T o o T T T T T T o o T o T o o o o o o o T o o o o o o o o o o o o o o

sig 1ljq.
accum_sig sellf.

kind form type.

%% Predicates

type 1ljq (list form) -> (list form) -> o.
type atomize_left (list form) -> list o -> o.
type atomize_right list form -> list o -> o.

%% Brackets down and up
type bd form -> o.
type bu form -> o.

%% Connectives

type imp form -> form -> form.
type and form -> form -> form.
type or form -> form -> form.

type btm form.

infix imp 8.
infix and 6.
infix or 4.

%% Subexponentials
type r index.

type 1 index.

type f index.

type rules index.

type a form.
type b form.
type c form.
type d form.
type e form.
type p form.

A.4.2 Cédigo-fonte
A S AN A A A AN A A A AN AR R A AR A RN AR AR A

h h
% Implementation of LJQ’s specification in LL using SELLF YA
h h
% Author: Giselle Machado N. Reis yA
v 2010 %

TR bR T T to o e T To o o o e e e o To o T o o e T T o o o o e e e T T o o o o e T T o o o oo o T o o o oo

module 1jq.
accumulate sellf.
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1jg L R :-
atomize_left L L1,
atomize_right R R1,
append L1 R1 F,
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prove_a ((k_elm 1 L1)::(k_elm r R1)::(k_elm f nil)::

(k_elm rules (

(sigma A\ ((my_not (bd A4)) ,
(((my_not (bd btm)) , top)):

(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bd
(sigma A\ sigma B\ ((my_not (bu

nil)
)::nil
)
nil
F
0.

atomize_left nil nil.
atomize_left (H::L) ((bd H)::T)

atomize_right nil nil.
atomize_right (H::L) ((bu H)::T)

%% Polarity

neg (bd X).
neg (bu X).

%% Subexponentials
cont r.

weak r.

cont 1.

weak 1.

cont rules.

weak rules.

pred r 1.
pred 1 rules.

(A
(A
(A
(A
(A
(A

(my_not (bu A))))::

imp B))) , ((bang 1 (? £ (bu A))) , (bang r (? 1 (bd B))))))
imp B))) , (bang 1 ((? 1 (bd A)) @ (? r (bu B))))))::
or B))) , ((bang r (? 1 (bd A))) , (bang r (7 1 (bd B)))))):
or B))) , (bang r ((? r (bu A)) @ (? r (bu B))))))::
and B))) , (bang r ((? 1 (bd A)) @ (7 1 (bd B))))))::
and B))) , ((bang r (7 £ (bu A))) , (bang r (? £ (bu B))))))

:- atomize_left L T.

:- atomize_right L T.

A.5 Implementaciao de BAG

A.5.1 Assinatura

Tl Tl ol T T T Tl T T T T T Tl T T T T T T o T T o T T T o T o T T T T T T o o T o T o T o T o o o T o o o o o o

h

% Implementation of BAG’s specification in LL using SELLF %

% Signature file.

% Author: Giselle Machado N. Reis
%

%
h
%
2010 %

Tl Tl Tl T Tl Tl T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T o T o o o T o o o o o o o o o o

sig bag?2.
accum_sig sellf.

kind prog type.

%% Predicates
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type bag prog -> o.
type cmd prog -> o.
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%% Commands

type
type
type
type
type
type
type
type
type
type
type

load
unload
unload?2
while
loop
loop2
alt

if
if_is_empty
new
done

infixl alt 9.

%% Subexponentials

type
type
type
type
type

type
type
type
type
type
type

def index.
il index.
i2 index.
i3 index.
i4 index.

11 index.
12 index.
13 index.
14 index.

visited index.

edges index.

T -> index -> prog -> prog.

index -> (T -> prog) -> prog.

index -> (T -> T -> prog) -> prog.

o -> (prog -> prog) -> prog -> prog.

index -> (T -> prog -> prog) -> prog -> prog.

index -> (T -> T -> prog -> prog) -> prog -> prog.
prog -> prog -> prog.

o -> (prog -> prog) -> (prog -> prog) -> prog -> prog.
index -> (prog -> prog) -> (prog -> prog) -> prog -> prog.
index -> prog -> prog.

prog.

A.5.2 Cédigo-fonte
T Tk

h h
% Implementation of BAG’s specification in LL using SELLF A
h h
% Author: Giselle Machado N. Reis A
v 2010 %
Tl T T T Tl T T e T e T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T o o o o T T o o o o o o o o o o

module bag2.
accumulate sellf.

bag P :

prove_a ((k_elm def (
(sigma T\ sigma L\ sigma Prog\

(my_not (cmd (load T L Prog)) , ((? L T) @ ((cmd Prog) , true))))::

(sigma L\ sigma Prog\

(my_not (cmd (unload L Prog)) ,
(sigma T\ (at L (my_not T) , ((cmd (Prog T)) @ bottom)))))::

(sigma L\ sigma Prog\

(my_not (cmd (unload2 L Prog)) ,
(sigma X\ sigma Y\ (at L (my_not [X,Y]) , ((cmd (Prog X Y)) @ bottom)))))::

(sigma C\ sigma Progl\ sigma Prog2\

(my_not (cmd (while C Progl Prog2)) ,
((C , ((cmd (Progl (while C Progl Prog2))) @ bottom)) ;
(not C , ((cmd Prog2) @ bottom)))))::

(sigma I\ sigma Kprog\ sigma Prog\

(my_not (cmd (loop I Kprog Prog)) ,
( (sigma X\ (at I (my_not X) , (cmd (Kprog X (loop I Kprog Prog))))) ;
bang_empty I (cmd Prog) )))::



66

APENDICE A. CODIGO-FONTE

(sigma I\ sigma Kprog\ sigma Prog\

(my_not (cmd (loop2 I Kprog Prog)) ,

( (sigma X\ sigma Y\ ((at I (my_not [X,Y]) ,
(cmd (Kprog X Y (loop2 I Kprog Prog)))))) ; bang_empty I (cmd Prog) )))::

(sigma Progl\ sigma Prog2\

(my_not (cmd (Progl alt Prog2)) , ((cmd Progl) ; (cmd Prog2))))::
(sigma C\ sigma Progl\ sigma Prog2\ sigma Cont\

(my_not (cmd (if C Progl Prog2 Cont)) ,

((C , ((cmd (Progl Cont)) @ bottom)) ; (not C , ((cmd (Prog2 Cont)) @ bottom)))))::

(sigma L\ sigma Progl\ sigma Prog2\ sigma Cont\
(my_not (cmd (if_is_empty L Progl Prog2 Cont)) ,
(bang_empty L (cmd (Progl Cont)) ; (sigma X\ (at L X) @
((cmd (Prog2 Cont)) @ bottom)))))::
(sigma L\ sigma Prog\
(my_not (cmd (new L Prog)) , (create L (cmd Prog))))::
(my_not (cmd done) , top)::
nil
))::(k_elm 11 ([1,4]::[2,3]::[3,2]::[4,1]::nil))::(k_elm 12 nil)::(k_elm 13 nil)::nil)
nil
(cmd(P) : :nil)
0.

%% Polarity
neg (cmd A).

%% Subexponentials

cont
weak

hhhh

weak
weak
weak
weak

cont
cont

pred
pred
pred
pred
pred

pred
pred
pred
pred
pred
pred
pred
pred
pred
pred
pred

def.
def.

Subexponential indexes

il.
i2.
i3.
i4.

i3.
i4.

11 12.
12 13.
i1 i2.
i2 i3.
i3 i4.

i1 i1.
i1 i3.
i1 i4.
i2 i2.
i2 i4.
i3 i3.
i4 i4.
11 11.
11 13.
12 12.
13 13.
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