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Resumo

Neste trabalho serd apresentada uma técnica para expressar funcdes definidas por intervalos

via uma unica expressao analitica, vdlida em todo o intervalo.
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Abstract

In this work a technique will be presented to express functions defined by intervals through

an only analytic expression, valid in whole interval.
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1 Introducao

Funcdo Delimitadora é a funcdo cuja imagem serd somente igual a 1 e a 0.
Determinando um ponto no eixo-X (ponto delimitador) a imagem sera igual a 0, a sua

esquerda e igual a 1, a sua direita; o oposto também € possivel. Ex:

O grafico da funcdo delimitadora sempre serd deste tipo. No exemplo anterior, o
ponto delimitador foi o 3 mas poderia ser qualquer outro ponto no eixo-X. O método para se

obter a fun¢do delimitadora € o seguinte :

1+ X= D
x-D
fD(X) = > para x #D.

Nesta fungdo, o ponto delimitador € indicado por D e o sinal (+) precedendo a
divisao P)E__B| indica se a imagem igual a O serd a esquerda ou a direita do ponto

delimitador. Se for positivo serd a esquerda, se for negativo sera a direita.



2 Uso da funcao Delimitadora
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Seja agora o seguinte exemplo: uma fung¢ado f(x) definida por f(x)= x.m, em que m, é

variavel que tem valor 1 se x>0 e valor 0 se x<0. Entdo, toda vez que x for menor que 0, m

sera igual a 0 e, portanto, o valor de f(x) também serd igual a 0. E toda vez que x for maior

que 0, m serd igual a 1 e o valor de f(x) serd igual a x; portanto, ndo serd modificado. O

grafico sera o seguinte:

Seja agora outro exemplo: uma fung¢do g(x) definida por g(x)= -x.m € m, uma

variavel que tem valor 0 se x>0 e valor 1 se x<0. Entdo, toda vez que x for maior que 0, m

sera igual a 0 e, portanto, o valor de g(x) também serd igual a 0. E, toda vez que x for menor

que 0, m serd igual a 1 e o valor de g(x) sera igual a -x; portanto, ndo serd modificado. O

grafico sera o seguinte:

Seja agora h(x) uma fun¢do assim definida: h(x) = f(x) + g(x). Com esta fun¢do é

possivel unir as fungdes x e -x em uma s6. Usar esta funcdo seria a mesma coisa que dizer

que quando x for maior do que 0 a funcdo serd h(x)=x e que quando x for menor do que 0 a

funcao sera h(x)=-x. O resultado do grafico sera o seguinte:
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Do exposto, pode-se perceber que trocando a varidvel m pela fun¢do delimitadora,

consegue-se obter o mesmo resultado. Nos exemplos citados o ponto delimitador D € igual a

1+ X=D
x—D
fo(x) = (x) > (A) para x2D
1_-Xx=D
x-D
9o(x) = (-] > (B) para x£D
1+ X=D 1- x=D
x-D x-D
hD(X) N (X) 2 + (‘X) > (C) para x£D

Consequentemente, o uso da funcdo delimitadora permite definir intervalos de
“funcionamento” de varias fun¢des e assim “cold-las” numa tnica expressdo. Portanto, a
forca da fungdo delimitadora estd no fato de ela conseguir fundir varias funcdes diferentes,
sob diferentes intervalos, em uma tnica expressao. Assim o que estd em (C) € o mesmo que
se escrever:

H X,sex> 0
()= -Xx,8ex <0

A seguir, mostram-se exemplos de funcdes construidas usando a fungdo delimitadora:

Exemplo 1:
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Este gréfico é da funcdo “sen x” restrito ao intervalo de -37 a 37, sendo os valores
fora desse intervalo iguais a 0.
senxse- 3w < X < 3m
y=10,sex <-3n
iO,sex > 3n
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Ou, alternativamente, usando-se a func¢ao delimitadora tem-se:

( X-3r\/( X+ 3
1- 1+
| X - 3| | | X+ 3|
y = (ser)()| > > | para x # {-3m,37}

7

Exemplo 2:

ﬂ[\[\lﬂﬂ e —— ﬂﬂ”"{'—/—;?—r—'
J-WUU-\@EU” VoM oW W] a0 &0

Neste grafico existem 4 tipos de fungdes: (7senx), (2senx), (4senx) e J(x-10r). A

seguir apresenta-se este exemplo na forma convencional e desenvolvido com a funcao

delimitadora.

Forma convencional:

7senxsex < -4n
2senxse-4r < X < 4
~|4senxsedr < x <10

JO=100), sex > 100

y



Fungdo Delimitadora

Com a funcao delimitadora:

/1_ X - 4n \/1+ X+4m {1+ X-4n \(_I_ x-10c
| X— 4 ||| X + 4n | X—4m ||| x=10 ||
y = (Zserx)| > I 5| + (4seny| 5 1 > |+
(1_ X+ 4t (1+ x-1Ct \ ’
| X+ 4 || | x-10t ||
+ (7semnx) | > |+ ‘/ZX_—ﬂfﬂ > | parax #{-4m.4m,107}.

* Ver Observacao (pag. 14).
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3 Método da Funcao Delimitadora

Para construir uma funcao delimitadora em D, € preciso gerar uma expressao que dé
um resultado constante, quando x for maior do que D, e um outro resultado também
constante, quando x for menor do que D (no caso seria 1 e 0). Entdo, uma constancia ocorre.
Uma quando x for maior do que D e outra quando x for menor do que D.

Subtraindo D de x (x-D) obtém-se essa constancia, sé que, somente no sinal. Quando
x for maior do que D o resultado € positivo e quando x for menor do que D o resultado é
negativo. Mas o que se precisa € uma constancia numérica € ndo uma constancia em sinal.
Ao dividir o resultado de (x-D) por um nudmero positivo ndo se influencia em nada a
constancia do sinal. Entdo ao se dividir (x-D) pelo seu médulo, também ndo se influencia
em nada a constancia do sinal, mas agora tem-se constancia numérica, pois um numero
dividido pelo seu mddulo € igual a =1 (+1 se o nimero for positivo, € -1 se o numero for

negativo), e como (x-D) é positivo se x>D, e negativo, se x<D, tem-se resultado +1 se x>D e
x=D

-1 se x<D. Como 1 # -1 tem-se constancia numérica. A expressao € a seguinte: W

S6 que para a funcdo delimitadora necessita-se de resultados iguaisa0 e a1, e ndo

al e-1.Somando-se 1 ao resultado de Z—&- | — D| obtém-se ou 0 (quando o resultado de |))§: Bl
der -1) ou 2 (quando o resultado de =— D der 1). Mas O e 2 ainda nao satisfazem, pois 0s
q | D] p

resultados que interessam sdo O e 1. Por outro lado, sabe-se que O dividido por qualquer

numero (a ndo ser o proprio 0) € igual a 0, e que 2 dividido por 2 € igual a 1. Entdo, se

depois de se somar 1 a I;:_BI dividir-se tudo por 2, o resultado serd igual a O ou 1. A

expressao assim construida € a seguinte:

x=D]| _

que obtém o valor 1 para x>D e 0 para x<D. Quando P)E—_B| der 1, tem-se

1+1 dividido por 2, o que resulta em 1, e quando I;:_BI for -1 tem-se 1 + ( -1 ) dividido por

2 o que resulta em 0. Se se quiser resultado 1 para x<D, e resultado O para x>D, trocando o

1-Xx=D

. X=D .. . p . . x-D
sinal de X D| de positivo para negativo, tal resultado sera obtido, pois tem-se:. >

Quando | D| der —1, tem-se 1 - ( -1 ) dividido por 2 o que resulta em 1, e quando |))§: Bl
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der 1 tem-se 1 - 1 dividido por 2, que € igual a 0. A partir do exposto, pode-se escrever a

T+ x-D
x-D

expressao geral da funcdo delimitadora: > parax # D.

4 Indeterminacao no ponto Delimitador

Usando o método acima para obter a funcdo delimitadora, nem sempre obtém-se
resultados iguais a 0 e a 1. Quando o X da funcdo delimitadora for igual ao ponto

delimitador tem-se um resultado indefinido. Ou seja, se X=D;

1+ X=D 1 O
x-D 9 o , o
m = > m=—s— (zero dividido por zero € um valor indefinido).

Portanto, se X=D a fun¢do delimitadora ¢ indefinida. Levando-se em conta isso, a
funcdo delimitadora s6 pode ser aplicada desconsiderando-se a imagem do ponto
delimitador.

Em resumo, a imagem da func¢do delimitadora € composta de dois intervalos: a parte

0 e a parte 1, sendo ambos abertos no ponto delimitador.
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S Algoritmo

A seguir serd mostrado o algoritmo para a constru¢do de uma funcdo utilizando a
Funcao Delimitadora (FD).

Antes de mostrar o algoritmo € importante lembrar de pontos basicos da FD:
- a fungdo delimitadora tem como imagem dois valores constantes, o zero € o um. O ponto
de encontro desses dois valores é chamado de ponto delimitador.

1+ X=D
x-D

- a expressao geral da FD é fD(X) = > ,onde D representa o ponto delimitador.

- os sinais = definem se a imagem zero (ou um se preferir) da FD serd a esquerda, ou a
direita do ponto delimitador. Se o sinal for positivo, o zero serd a esquerda; se for negativo,
o0 zero serd a direita.
- a forma final de uma FD € usada sempre como multiplicadora de outra funcdo, justamente
para delimitar a imagem desta funcao.
- a imagem da FD ¢ indefinida quando X=D. Portanto, deve-se desconsiderar a imagem
nesse ponto.

Para a constru¢do de fungdes a partir de FD também € importante saber as formas

basicas dela. Sao quatro as principais:

* Zero a esquerda do ponto delimitador:

( 14 X=D)
| |x=D]j L
fD(X) = > , ponto delimitador igual a D.

|
)
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* Zero a direita do ponto delimitador.

/1-X—B\
X—
fo(x) =1 —L5

, ponto delimitador igual a D:

|
|
)

*Zero entre dois pontos delimitadores:

(1+X_D1\ (1_X_D2\
| x—D1|| x-D,||
f[?; (x) = | > |+ > | , pontos delimitadores iguais a D1 e Do.
| || |
\ )\ )
1__
-:? ]:Iflg ]:I]l EI

*Zero exterior a dois pontos delimitadores:

(1+X_D1\ (1_ X_Dz\
x-D|l | |x-D,|l

> > | , pontos delimitadores iguais a D1 e D2.

| |
|| I
)\ )

fr () =

|
|
|
\
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A partir dessas 4 formas da funcdo delimitadora, pode-se construir os mais variados
graficos. Além disso, percebe-se que a terceira e quarta forma nada mais sdo do que a soma
e o produto da primeira forma com a segunda forma respectivamente.

Para facilitar o trabalho da FD com suas formas principais € conveniente o uso de

nomes para elas. Assim pode-se chamar a primeira forma de O, onde D é o ponto

delimitador, € a segunda de 3o, onde D é o ponto delimitador. A terceira e quarta forma,
sendo a soma e o produto das duas primeiras formas, podem ser representadas por Olpi+ o2

(soma) para a terceira forma e Olpi+f3p2 (produto) para a quarta forma.

A construc¢do de uma funcao através da FD € constituida de cinco passos:

* Primeiro passo:
Definem-se as fungdes que irdo ser delimitadas.
* Segundo passo:
Define(m)-se o(s) ponto(s) delimitadore(s) de cada fung¢do.
* Terceiro passo:
Define-se a forma da FD para cada fun¢do (uma das formas mostradas acima).
* Quarto passo:
Multiplica-se a forma escolhida da FD pela sua respectiva fungdo formando o
produto da func¢do.
* Quinto passo:

Somam-se os produtos de cada funcao.
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6 Exemplos

X, sex>0

1- Construir a fun¢io f(x)= {XZ, sex< QM forma de FD.

*Primeiro passo: definem-se as fungdes a serem delimitadas.
Neste exemplo sao duas:
b(x) = x

c(x) = x2

*Segundo passo: definem-se os pontos delimitadores de cada funcao.

Para b(x) o ponto delimitador € igual a O e para c(x) o ponto delimitador também € 0.

*Terceiro passo: define-se a forma da FD de cada funcao.
Em b(x) como interessa anular seus valores a esquerda de seu ponto delimitador, a
sua FD serd a que tem zero a esquerda do ponto delimitador, portanto Qlo.

Em c(x) como interessa anular seus valores a direita de seu ponto delimitador, a sua

FD seré a que tem zero a direita do ponto delimitador, portanto [3o.

*Quarto passo: multiplicagdo da FD pela sua respectiva fungao.
Para b(x) tem-se a forma Olo, pois o ponto delimitador € igual a zero, portanto o
produto de b(x) por QLo serd o seguinte:

b(x) * OLo= X OLo

Para c(x) tem-se a forma f3o, pois o ponto delimitador € igual a zero, portanto o produto de
b(x) por Po serd o seguinte:

c(x) * Po =x* Po

* Quinto passo: somam-se os produtos de cada fungdo obtendo-se entao f(x).

f(x) = xe Qo+ x** Po
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na forma numérica:

(

1+

f(x)=x |

‘|
)

Senx, sex< — 2 Ou Ssex > 2xn

2 - Construir a fungdo f(x)= {3senx e Pr<xe< P em forma de FD.

*Primeiro passo: definem-se as fungdes a serem delimitadas.
Neste exemplo sao duas:
b(x) = sen x

c(x) = 3senx

*Segundo passo: definem-se os pontos delimitadores de cada funcao.
Para b(x) tem-se dois pontos delimitadores, -2 e 27. Para c(x) tem-se também os

dois pontos: -2 e 2.

*Terceiro passo: define-se a forma da FD de cada funcao.

Em b(x), como se quer anular os valores no intervalo entre os dois pontos
delimitadores, a sua FD serd a que tem zero entre os pontos delimitadores, portanto
a2n+[3—2ﬂ-

Em c(x), como se quer anular os valores no espago exterior aos dois pontos

delimitadores, a sua FD sera a que tem zero exterior a dois pontos delimitadores, portanto

O _zx*Par .

*Quarto passo: multiplicagdo da FD pela sua respectiva fungao.
Para b(x) tem-se a forma Olz.+[3-2x, portanto o produto de b(x) por Otz +[3-2x serd o
seguinte:

b(x) * (Olox+P-2x) = senx (oo +P-2x)

Para c(x) tem-se a forma O._.Pz , portanto o produto de c(x) por O 2.z serd o
seguinte:

c(x) o (Q_ZK.[SZ,T) = 3senx ¢ (Ot_z;nﬁz:x)
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* Quinto passo: : somam-se os produtos de cada fungdo obtendo-se, entdo, f(x).

f(x) = senx « (Olax+[-2x) + 3senx « (A _z.2P2)

na forma numérica:

(/1 X=2m\ [, x+2 \) //1 x+2n \ (1 X-2n
f(x) serxH ez | I X o |I 35en<H ez II o
B 2 | 2 [ 2 | 2
(S o N

~—— e —

~

Uma particularidade a ser notada é que em todos os exemplos apresentados, a

z

imagem no ponto delimitador € indefinida, sendo essa ainda uma restricdo da Funcdo

Delimitadora.

7 Observacao

E importante citar que este algoritmo s6 é vélido considerando a imagem dentro do

conjunto dos nimeros imagindrios. Caso seja utilizado o conjunto dos numeros reais (a

maioria dos programas de computador o utiliza) pode ser necessario algumas transformacoes

na aplicacdo da func¢do delimitadora.

Seja este exemplo:

0,sex<0
Jxsex>0

Utilizando o algoritmo, obtém-se a seguinte funcao:

f(x)= VX 0t

- Construir a func¢do f(x)= { em forma de FD.

que s6 € valida no campo dos imaginarios, pois quando x for negativo tem-se um nimero

imaginario multiplicado por zero, que resulta em zero. Se a funcdo for vdlida somente para o

conjunto dos reais e x for menor do que zero, sua raiz quadrada serd negativa e

consequentemente indefinida. Para contornar esse problema, deve-se utilizar alguns

artificios que impegam essa indeterminacao no campo dos reais. Usando uma propriedade da

radiciacdo resolve-se o problema.

VX 0g = 4[X (ao)z
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Mas como a FD tem seus valores iguais a 0 ou a 1, que elevados ao quadrado ndo sdo
modificados, pode-se eliminar o expoente, que nada se alterara. Obtém-se, entdo, a seguinte
funcao:

f(x)= X

Colocando-se a FD dentro da raiz, ela impedird que o radicando torne-se negativo e

consequentemente indeterminando a funcdo para x<0.

Para logaritmo procede-se da mesma forma:

0, sex<0

em forma de FD.
logx, sex > O

- Construir a fun¢do f(x)= {

Seguindo o algoritmo obtém-se:
f(x)= (logx) ot
No campo dos imagindrios ela estd correta. J4 no dos reais ela apresenta uma

indefini¢do para x<0. Utilizando uma propriedade dos logaritmos, contorna-se novamente
esse problema.

nlogx = logx" entio:
(logx) a0 = logx 0
f(x)= IogxaO

Com esta modificacdo, a fun¢do fica valida para os reais.
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8 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma técnica para expressar funcdes definidas por
intervalos, via uma tnica expressao aritimética, valida em todo intervalo. Esta técnica pode
ser utilizada em aplicacdo de teoria das filas e cdlculos de modelos probabilisticos e

representcoes graficas.
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