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Resumo

Estudos sobre tipos tém influenciado, de forma significativa, o projeto e a defini¢cao de lingua-
gens de programacao. Esse tutorial apresenta uma visao geral introdutéria de tipos e sistemas
de tipos para linguagens de programacio modernas. Comecamos identificando porque tipos
sao uteis, e seguimos discutindo a formalizacdo da sintaxe de linguagens de programacao,
mostrando quais propriedades devem ser satisfeitas por sistemas de tipos, em particular com
relacdo a defini¢Ges da seméantica denotacional e operacional de uma linguagem. E apresenta-
da uma visao geral de sistemas de tipos simples, sistemas de tipos polimérficos, inferéncia de
tipos, polimorfismo restrito, subtipagem e tipos abstratos.

Palavras-chave: Tipos, Linguagens de Programacao, Sistemas de Tipos, Polimorfismo, In-
feréncia de Tipos, Polimorfismo Restrito, Subtipagem, Tipos Abstratos.

Abstract

Studies about types have influenced, in a significant way, the design and definition of program-
ming languages. This survey presents an introductory overview of concepts related to types
and type systems for modern programming languages. We introduce by identifying why types
are useful, and go on to discuss the formalization of the syntax of programming languages by
pointing out which properties should type systems satisfy, in particular with respect to deno-
tational and operational semantic definitions. We provide an overview of simple type systems,
polymorphic type systems, type inference, constrained polymorphism, subtyping and abstract
types.

Keywords: Types, Programming Languages, Type Systems, Polymorphism, Type Inference,
Constrained Polymorphism, Abstract Datatypes.



1 Introducao

Na teoria de conjuntos tradicional, o agrupamento de elementos em um conjunto independe da
natureza desses elementos. Quando passamos a trabalhar em aplicacbes especificas, precisamos
classificar os objetos em categorias, de acordo com o seu uso ou aplicacdo. A nocdo de tipos
origina-se dessa classificagdo: um tipo é uma colecido de objetos ou valores que possuem alguma
propriedade em comum.! Em geral, para cada tal conjunto de valores, existe uma classe sintdtica
correspondente, qual seja, de termos que representam esses valores, que também é chamada de
tipo, em abreviacao a expressdo de tipo.

Em matemadtica, tipos impoem restricoes que evitam paradoxos. Universos nao tipados, como
o da teoria de conjuntos tradicional, apresentam inconsisténcias légicas (tais como o paradoxo de
Russell) que sdo evitadas, por exemplo, com o uso de uma teoria de conjuntos tipada [Qui69, Hat82].

Em computagio, existem diversas linguagens nao tipadas (ou seja, que possuem apenas um
tipo, que contém todos os valores) como, por exemplo: LISP, A-calculus, Self, Perl e Tcl. Essas
linguagens nao dispdem de nenhum mecanismo para a deteccdo de falhas devidas a operacoes
aplicadas a argumentos impréprios. A ocorréncia de um erro dessa natureza nio interrompe a
execucdo do programa, sendo possivel que o erro seja detectado somente apds uma seqiiéncia
bastante grande de operagoes subseqlientes a ocorréncia do mesmo.

O agrupamento de valores (e portanto de termos) em tipos é considerado ttil & tarefa de
programacao, devido aos seguintes motivos:

e Estruturacdo de programas: tipos representam abstragoes existentes no dominio da aplicagao
ou problema, assim como abstragoes usadas na implementacgio da sua solu¢do. A organizacgio
dessas abstracoes em tipos é de ajuda fundamental na estruturacao da implementacao.

Isso deve ocorrer de forma a que os tipos definidos no programa, e o modo como sdo defi-
nidos, correspondam, de maneira natural, as abstracoes inerentes ao problema e as relagoes
existentes entre as abstracoes. De fato, a existéncia de uma correspondéncia direta entre
abstragdes do problema e as abstracoes definidas no programa constitui uma caracterizacio
fundamental de “programa bem feito”.

e Clareza de programas: o tipo de uma expressdo indica o conjunto dos possiveis valores que
essa expressao pode representar, o que constitui informagao valiosa para o entendimento do
significado de um trecho de programa no qual essa expressdo ocorre.?

e Deteccao de erros: uma grande variedade de erros pode ser detectada automaticamente, antes
da execucdo do programa (veja comentdrios a seguir).

e Eficiéncia: o tipo de uma expressao fornece informacdo que pode ser usada para a geracao
de cédigo mais eficiente para um programa.

O tipo de uma expressdo determina em que contextos a ocorréncia dessa expressao é valida ou
ndo. Em outras palavras, o agrupamento de valores em tipos permite que se verifique se expressoes
que denotam tais valores ndo sdo usadas em contextos em que nao fazem sentido.

Essa verificagdo, comumente chamada de “checagem” de tipo, pode ser feita em tempo de
compila¢do ou em tempo de execucdo de um programa. Quando a verificacdo é feita em tempo
de compilagdo, além dos erros de tipo serem detectados antecipadamente (um programa nio é
executado caso contenha erros de tipos), eles sdo sempre detectados, podendo ser entao corrigidos.
No caso de verificacdo em tempo de execucdo, um erro existente sé serd detectado se alguma
execucao do programa envolver, de fato, o ponto onde tal erro ocorre; em outras palavras, o erro

IEsta é a nogéo cléssica de tipos. Em [RRW91], sio apresentadas duas outras abordagens: ‘tipos como algebras’
e ‘tipos como teorias’.

2Para alguns autores, a no¢io de tipos pode ser vista como uma especificacdo parcial de comportamento. Por
exemplo, dir-se-ia, “ao descrever o tipo de uma funcgao, é feita uma especificacdo parcial do comportamento dessa
funcdo, uma vez que é definido que a fungdo deve receber um valor de um determinado tipo (dos valores que
compreendem o dominio da fungdo) e retornar um valor também de um certo tipo (dos valores que determinam
a imagem da fungdo). Além disso, a existéncia de tipos garante a auséncia de uma certa classe de erros.” No
entanto, observe que nada é especificado sobre o mapeamento entre um dado valor do dominio e a sua imagem. A
nocdo de tipo, como normalmente existente em linguagens de programacéo, nio define propriedades de termos, que
especifiquem o qué sem necessariamente definir como.



86 é detectado se a execucdo do programa constitui um teste para o caso correspondente ao erro
de tipo. Como um exemplo simples, considere a expressio:

if F then 1 else 1 + “1”

No caso de checagem em tempo de execucao, o erro de tipo contido nesta expressao sé é detectado
se a avaliacdo da sub-expressao E resulta no valor falso.

Podem entdo ocorrer casos em que um erro de tipo nao é detectado, mesmo depois de um
numero grande de testes do programa. Esse erro poderd ocorrer, inesperadamente, em um passo
de execucdo ndo testado anteriormente, com conseqiiéncias potencialmente desastrosas. No caso de
checagem em tempo de compilacao, ao contrario, todos os erros de tipo serao sempre detectados.

E claro que existem formas de erro que nio sdo erros de tipo. No entanto, os argumentos
apresentados acima, sdo importantes devido a grande freqiiéncia de erros de tipo usualmente co-
metidos durante uma tarefa de programacao. Em face dos argumentos apresentados, o estudo de
tipos em linguagens de programacao tornou-se de grande importancia, no sentido de sua influéncia
sobre o projeto e a definicdo de linguagens de programacio e, portanto, sobre o desenvolvimento
de software em geral.

Apesar da similaridade entre as nocoes de tipo em matemdtica e em computacdo, existem
algumas diferencas entre estes dois conceitos. Em primeiro lugar, a finalidade é diferente. Em
computacgdo, a no¢do de tipos é motivada pelos fatores apresentados acima: estruturacdo, clareza
e eficiéncia de programas, e deteccdo de erros; em matemaética, o propdsito é o de evitar incon-
sisténcias l6gicas. Outra diferenca relevante é o fato de que tipos em linguagens de programacio
sao definidos para objetos cuja avaliacao pode nao terminar, o que ndo ocorre em matemaética; por
exemplo, pode-se definir recursivamente uma varidvel inteira v, da seguinte forma:

v=v+1

A varidvel v ndo pertenceria ao tipo (matematico) dos inteiros. A interpreta¢io matemadtica para
defini¢oes recursivas foi estabelecida a partir da teoria de dominios [Sco72, Sco76, Sto77].

2 Sistemas de Tipos

A defini¢do de uma linguagem de programacio serve a diferentes grupos de pessoas: projetistas,
implementadores (de compiladores, interpretadores ou editores com recursos especificos para edigao
de programas) e programadores. Tal defini¢do deve especificar tanto a sintaxe quanto a seméantica
da linguagem.

A definicdo da sintaxe de uma linguagem determina quais seqiiéncias de simbolos sdo frases
(validas), e como frases podem ser combinadas de modo a formar outras frases. Aspectos dindmicos,
relativos & execugdo de programas, ndo sdo considerados. Exemplos de frases de programas sdo
literais, varidveis, declaracoes, expressoes, comandos, programas etc.

As condigbes que determinam se uma seqiiéncia de simbolos é uma frase podem ser expressas
através de regras livres de contexto e de regras sensiveis ao conterto. Como o nome indica, regras
livres de contexto sdo aquelas em que as condigOes para a construcdo de novas frases podem ser
especificadas sem considerar o contexto no qual essas frases ocorrem. Regras sensiveis ao contexto,
ao contrario, levam em conta o contexto em que as frases ocorrem, na defini¢do das condicoes para
a construcdo de novas frases.

A maioria das condigoes que definem a sintaxe de uma linguagem (em geral, em nimero muito
grande) pode ser especificada através de regras livres de contexto. Alguns exemplos simples sao:
uma varidvel é uma seqiiéncia de simbolos que comeca com uma letra e é seguida por uma seqiiéncia
de letras ou digitos ou o simbolo “_”; uma expressdo é uma varidvel, uma lambda-abstragdao ou uma
aplicagdo; uma aplica¢do é uma expressio seguida de outra expressio (separadas por pelo menos um
caractere delimitador); uma lambda-abstragcdo é uma seqiiéncia de simbolos iniciada pelo simbolo
“\” seguido de uma varidvel, depois do simbolo “.” e, em seguida, de uma expressao.

Sao exemplos ilustrativos de condigoes sensiveis ao contexto: 1) toda varidvel deve ser declarada
antes de ser usada; 2) uma varidvel que ocorre em uma expressdo e tem que ocorrer, anteriormente,
apés o simbolo A de alguma lambda-abstracio que tem e como sub-expressio; 3) em um comando
de atribuigdo, o tipo da expressdo (que ocorre no lado direito desse comando) tem que ser igual ao
tipo da varidvel (que ocorre no lado esquerdo desse comando).



Regras sensiveis ao contexto podem ser regras de escopo e regras de tipo. Uma regra de escopo
permite associar um nome a uma defini¢do, especificando o escopo dessa definicdo. Os exemplos 1)
e 2) acima sao exemplos de regras de escopo. Regras de tipo determinam o tipo de cada expressao
da linguagem, possibilitando garantir que cada operacao tenha operandos de tipo apropriado. Por
exemplo, supondo que Integer e Bool sdo tipos pré-definidos em uma dada linguagem, e que
a operagdo de adigdo, denotada por +, é definida apenas sobre operandos de tipo Integer, uma
expressao como True + x, que envolve a constante True, de tipo Bool, ndo é sintaticamente vélida.

Existem diversas maneiras distintas de se definir a sintaxe de linguagens de programacao (veja
por exemplo [Ten81, Wat91, Mit96]). O uso de um formalismo baseado em ldgica, constituido
por axiomas e regras de inferéncia, possibilita definir, simultaneamente, tanto condigoes livres de
contexto quanto condigdes sensiveis ao contexto. Tal formalismo tem sido cada vez mais usado,
principalmente na definigdo e estudo de modelos/nicleos de linguagens de programagao.

A idéia basica desses sistemas formais é estabelecer regras de formacio das frases da lingua-
gem, a partir de suas subfrases, levando em conta propriedades das construcoes envolvidas na
formacao dessas frases. Como as propriedades consideradas sdo, tipicamente, tipos de expressoes,
tais sistemas sdo denominados sistemas de tipos.

Sistemas de tipos de linguagens de programacao sdo usualmente apresentados sob a forma de
calculo de seqiientes [Gal86], como descrito a seguir, podendo também ser apresentados sob a forma
de um sistema de dedugdo natural [Pra65].

Os tipos de expressoes atdmicas sdo definidos por meio de axiomas de tipo da forma

I'kFe:o

Esse axioma define que a expressdo atomica e tem tipo o no contexto de tipos I'.

Um contexto de tipos mantém informacao sobre os tipos das varidveis que podem ser usadas
(i.e. que foram declaradas), possibilitando detectar se uma expressao é bem tipada, com base nos
tipos das variaveis livres que ocorrem nessa expressao. Por exemplo, verifica-se se a expressao x +
1 é bem tipada, em um determinado contexto, examinando se a varidvel x tem tipo inteiro nesse
contexto. E natural representar o contexto como um conjunto de pares z : o, de varidveis e seus
respectivos tipos:

F={zy:01,...,2 : 0k}
A colegao das varidveis 1, ...,z em I' é indicada por dom(T").

Em geral, exige-se que nenhuma varidvel ocorra mais de uma vez em um dado contexto. Isso
significa que cada varidvel sé pode ser ligada a uma tnica definicdo, em um dado escopo. Essa
condicdo pode ser eliminada em sistemas de tipos que suportam sobrecarga (overloading) de um
nome com diferentes defini¢oes, dadas por expressdes com tipos distintos (veja [CF99a]). A forma
geral de uma regra de inferéncia de um sistema de tipos é:

I'ite oy ... T, Fe,:on
F'ke:o
onde as fdrmulas T'; - e; : 0;, parai = 1,... ,n, sdo as hipGteses (ou premissas) daregraeI'Fe: o
é a sua conclusao. Intuitivamente, esta regra diz que, se cada expressao e; tem tipo o; no contexto
I';, parai =1,...,n, entdo e tem tipo ¢ no contexto I'.

Uma expressao e é dita bem tipada em um dado contexto I', com relagdo a um sistema de tipos,
se existe uma derivagdo de I' - e : o, para algum o, obtida mediante os axiomas e regras desse
sistema de tipos.

Ao longo desse texto, apresentamos alguns exemplos de defini¢des de sistemas de tipos, que
suportam caracteristicas de tipos usados em linguagens de programacao modernas. Alguns tépicos
de pesquisa mais recentes, como tipos dependentes [MLT78, ML84, C*86, CHS88, Mac86], tipos
interse¢do [Jim96], polimorfismo impredicativo [Gir71, Gir89, Rey74], e trabalhos relacionados com
sistemas de médulos [HL94, Mac85, MTH90, Mac86, MMMO91], ndo serdo abordados.

Vale observar que sistemas formais podem definir ndo apenas tipos, mas também outras pro-
priedades de construcoes de linguagens de programacao.

2.1 Tipos e Significados

Programas bem tipados, assim como os tipos usados nesses programas, possuem significado. Nessa
se¢do, abordamos métodos formais usados na defini¢do da seméntica de linguagens de programacao.
Duas diferentes abordagens sdo usualmente empregadas:



e Denotacional — associa a cada frase da linguagem um significado, como um elemento de um
dominio semantico escolhido para a interpretacao da linguagem [Sto77, Gor79, Mos90]. For-
malmente, uma semantica denotacional pode ser definida como um homomorfismo, entre uma
dlgebra de termos (dlgebra inicial sobre a assinatura de tipos e simbolos da linguagem) e uma
dlgebra semdntica (sobre a mesma assinatura, cujos “carriers” sdo os dominios seméanticos
correspondentes aos valores dos termos da linguagem) [Ast91].

e Operacional — o significado de cada frase é definido a partir de uma relacido de transicao,
apresentada sob a forma de um sistema de inferéncia [Plo81]. Para ser caracterizado como
operacional, o sistema de inferéncia deve ser finitario, isto é, cada regra ou axioma deve ter
um conjunto finito de hipdteses.

2.1.1 Semantica Denotacional

Em uma semantica denotacional, o significado de termos e frases de uma linguagem é definido
por meio de uma funcdo que associa, a cada termo, um elemento de um dominio matemadtico
adequado para a interpretacdo da linguagem. Esse elemento é chamado denotagdo do termo. A
cada tipo da linguagem é também associado um significado: a denotacio de um tipo é um conjunto
(possivelmente munido de alguma estrutura) de elementos do dominio de interpretacéo dos termos
da linguagem.?

A denotagdo de um termo que possui varidveis livres depende do significado atribuido a essas
varigveis. ¢ Por isso, a funcdo semantica é parametrizada por outra funcio, denominada ambiente,
que associa a cada variavel um elemento do dominio. A denotacdo de um termo e, em um ambiente
p, é representada por [e]p.

Da mesma forma, em sistemas de tipo que incluem varigveis de tipo,® o significado de uma
expressdo de tipo depende do significado atribuido a suas varidveis de tipo livres. Na apresentacao
que segue, supomos que o ambiente p também atribui significado a varidveis de tipo, ou seja,
p é uma funcio que associa varidveis de expressido a valores do dominio, e associa subconjuntos
de valores do dominio a varidveis de tipo. A denotacdo de um tipo o, em um ambiente p, é
representada por [o]p.

Dois termos e; e e sdo denotacionalmente equivalentes, e1 = e, se, para todo ambiente P,
temos

leilp = [e2]p

O significado dos termos de uma linguagem é definido, de forma mais natural, por inducéo
sobre a estrutura de provas de derivacdo de tipos, no sistema de tipos da linguagem. Isso garante
que se atribua significado apenas a termos bem tipados.® A seméantica de uma linguagem é entio
definida da seguinte forma:

1. Para cada termo atomico e, tal que I' F e : o é provavel, o significado de e é definido em
funcdo de um ambiente p e do préprio termo e. Usualmente definimos:

[C,z:0F z:0o]p=p(x)
isto é, o significado da varidvel livre x é o valor que lhe é atribuido pelo ambiente p.

2. O significado de um termo composto e, tal que I' F e : o é provavel, a partir das provas de
ke oy, ..., TnFep:op, ondee,...,e, sdo os subtermos de e, é obtido em funcao
dos significados de eq, ... ,e,.

Dizemos que um ambiente p satisfaz um contexto I' se p(z) € [o]p, para todo z : o € T', isto é,
se para todo x de tipo ¢ em I, o valor atribuido a x pelo ambiente p é um elemento do conjunto
denotado por o.

3Em sistemas de tipos em que tipos podem ser usados como valores, os conjuntos denotados por tipos devem
ser, eles préprios, elementos do dominio de interpretacdo da linguagem.

4Veja, na secdo 3, a definicdo de ocorréncias livres e ligadas de varidveis em uma expressio.

5Veja, nas secoes 4 e 6, a descricdo de sistemas de tipos polimérficos, que incluem varidveis de tipo e tipos
quantificados sobre essas varidveis.

6No caso de linguagens dinamicamente tipadas, o dominio de interpretagio dos termos deve incluir um elemento
especial, como denotagdo de erro dindmico de tipo.
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Figura 1: Regras de Inferéncia

Como a seméantica denotacional de uma linguagem é definida por inducdo sobre a estrutura
de provas em seu sistema de tipos, ocorre o problema de coeréncia: diferentes derivacoes de tipo
para um mesmo termo devem possuir o mesmo significado (ou um significado relacionado). Em
outras palavras, o significado de um termo e deve ser independente de uma escolha particular de
derivacdo de tipo para e, dependendo apenas do préprio termo e e dos valores atribuidos as suas
variaveis livres pelo ambiente. Essa propriedade, denominada coeréncia, é formalmente enunciada
a seguir:

Propriedade 1 (Coeréncia) Sejam A e A’ derivagdes de tipo com conclusdes ' Fe: o e IV
e : o', respectivamente, e suponha que toda varidvel z, livre em e, possui o mesmo tipo em I' e em
I'V. Se p é um ambiente que satisfaz I" e I, entéo

[Tre:olp=["Fe:d]p
onde os significados sdo definidos utilizando A e A’ respectivamente.

Alguns sistemas de tipos ndo satisfazem esta propriedade, dificultando a defini¢do da semantica
de termos e tipos da linguagem. Por exemplo, considere um sistema de tipos que contenha as
regras da Figura 1 e no qual contextos de tipos podem conter varias ocorréncias de uma mesma
variavel, com diferentes tipos.” Suponha um contexto I' que contenha as seguintes atribuicées de
tipo: g: Int — Int, g: Float — Int, one: Int e one: Float. A partir das regras da Figura 1,
podemos obter as seguintes derivagbes para a expressdo g one, nesse contexto I':

I' - g: Float—Int I' - one: Float
I'Hg one: Int

(1)

'+ g: Int—Int I't- one: Int
I'Hg one: Int

(2)

O significado de I' - g one: Int, em um ambiente p que satisfaz I', é dado, indutivamente,
em fungdo de [I' - g: Float — Int]p e de [I' I one : Float]p, na derivacdo (1), e em funcdo de
[l F g: Int — Int]p e de [I' I one: Int]p, na derivacio (2). Como estes significados podem
ser diferentes, é possivel que g one : Int tenha significados diferentes, dependendo da derivagio
escolhida.

A concordéncia entre o sistema de tipos e a seméantica denotacional dos termos e tipos desse
sistema é dada pela propriedade de correcdo, a seguir. Essa propriedade expressa que o significado
de uma expressao bem tipada deve ser um elemento do conjunto denotado pelo seu tipo.

Propriedade 2 (Corregao) Se I' - e : o é provével, e p é um ambiente que satisfaz I', entao
[T+ e:a]p e [o]p.
2.1.2 Semantica Operacional

Em uma seméntica operacional, o significado de um termo é usualmente outro termo, em forma
normal, isto é, que nao pode ser simplificado pela relacdo de transicdo. A relacdo de transicao

"Como dito anteriormente (pagina 3), isso pode ocorrer no caso de sistemas de tipos que suportam sobrecarga
de um nome com diversas defini¢oes, de diferentes tipos.



(ou redugdo) captura a nogdo de um passo de avaliagdo de termos da linguagem. Uma regra de
transicdo, escrita na forma e = €', define que o termo e avalia, ou reduz, para o termo €', em
um passo. Nesse caso, dizemos que e é um redez e e’ é o seu reduto. Escrevemos e =* €/, se e
avalia para e’ em zero ou mais passos. Formalmente, uma expressao e é uma forma normal se nao
existe nenhum termo €', tal que e pode ser reduzido para e’. Se e =* €/, e €’ é uma forma normal,
dizemos que e’ é uma forma normal de e.

Note que podem existir diferentes seqiiéncias de reducdo para uma dada expressdo. Por exem-
plo, duas diferentes seqiiéncias de reducao para a expressdo square (2+5), onde square é definido
por square x = X * X, seriam:

square (245) = (245) * (245) = 7% 7 = 49

square (2+45) = square 7 = 7 x 7 = 49

Uma estratégia de redugdo é uma fungio parcial F', de termos em termos, tal que F(e) = €
implica que e = e'. F' é uma “estratégia” porque é definida com base em uma estratégia particular
para a escolha do redex a ser reduzido em cada passo da avaliacao da expressao. Por exemplo, na
primeira das redugbes acima, a estratégia é escolher, em cada passo, o redex mais externo e que
ocorre mais a esquerda na expressio.

Dada uma estratégia de reducdo F', o significado de um termo e é dado pela funcao parcial de
avalia¢do evalp, definida indutivamente do seguinte modo:

e se e é uma forma normal

evalp(e) = { e seF(e)=e; eecvalp(e)) =¢€

De modo geral, diferentes escolhas da estratégia de reducdo podem resultar em funcbes de
avaliacdo que atribuem significados distintos a uma mesma expressido (mesmo no caso de relagoes
de redugdo que satisfazem a propriedade de Church-Rosser).®

Existem diferentes estratégias de avaliagdo : avaliagdo estrita (chamada-por-valor), avaliagao
normal (chamada-por-nome) e avaliacio preguicosa (chamada-por-necessidade). °

A funcéo de avaliagio, como definida acima, atribui significado, indistintamente, tanto a termos
vélidos quanto a termos que ndo sdo bem tipados. Por exemplo, o significado da expressdo (2+5)
é 7, uma vez que (245) = 7, e 7 é uma forma normal. Do mesmo modo, o significado da expressio
(24+True) é essa prépria expressdo, uma vez que ela ndo avalia para nenhuma outra expressao,
sendo, portanto, uma forma normal.

E possivel distinguir esses dois casos, definindo-se explicitamente a sintaxe livre de contexto do
conjunto dos termos em forma candnica da linguagem. A motivacdo de tal distin¢do é possibilitar
que se verifique se o sistema de tipos e a seméantica operacional da linguagem estdo definidos de
forma concordante, a saber, satisfazem as propriedades 3 e 4 definidas a seguir. A funcao de
avaliacdo parcial evalp é redefinida como:

e se e é uma forma candnica
e' se Fi(e) =e1 e evalp(e)) =€
erro se e nao é uma forma canonica e

nao existe e; tal que F'(e) = e;

evalp(e) =

Utilizando uma sintaxe adequada para os termos em forma canonica da linguagem, teriamos
evalp(2+5) = 7 (como anteriormente), mas evalp(2 4+ True) = erro, uma vez que (2 4+ True) ndo
seria uma forma candnica.

Dizemos que dois programas p; e ps sd0 operacionalmente equivalentes se evalp(p1) = evalp(p2).
Isto significa que, ou p; e p» avaliam para uma mesma forma candnica, ou ambos resultam em erro,
ou evalp é indefinida para ambos os casos (tanto p; quanto p, “entram em loop”). Escrevemos,
nesse caso, p; = ps.

Para estender a definicido de equivaléncia operacional para termos (e ndo apenas para progra-
mas) é necessdrio introduzir a nogao de contexto.'® Essa no¢do é necessiria, uma vez que termos

8Veja se¢do 3, pagina 9.

9Uma discussdo mais detalhada sobre estratégias de redugdo, e implicacdes do uso de cada uma em uma, linguagem
de programagcio, pode ser encontrada em [Ten81, Mit96].

100bserve que o termo contexto definido na secio anterior refere-se a um contexto de tipos, diferentemente do
definido aqui, que pode ser visto como um termo incompleto, com um buraco em que outro termo pode ser inserido.



podem conter varidveis livres, cujo significado nao é observavel, isto é, ndo é definido pela relacao
de reducdo. Um contexto C[] é um termo que contém um “buraco” (representado por um par de
colchetes), onde outro termo pode ser inserido. Por exemplo:

Col] € Az:Integer.z +[]

é um contexto tal que, se inserimos nele um termo e qualquer, ele passa a ter a formal!

Cole] £ Az:Integer.z +e

Na inserc¢éo de um termo e em um contexto C[ ], resultando em Cy[e], ocorréncias livres de varidveis
em e podem ser capturadas em Cple], uma vez que a inser¢do de um termo em um contexto C[] é
efetuada sem que as varidveis ligadas nesse contexto sejam renomeadas.

Dois termos e; e e sdo operacionalmente equivalentes (e; = ey) se, para todo contexto C[ ] tal
que Cleq] e Cles] sdo programas, tem-se que evalp(Cle;]) = evalp(Clez]).

A concordancia entre o sistema de tipos e a seméntica operacional de uma linguagem é expressa
pelas seguintes propriedades:

7

Propriedade 3 (Redugao preserva tipo) Se ' Fe: o é provivel,ee = e’ entdo ' Fe' : 0 é
provéavel.

Propriedade 4 (Programas bem tipados nao contém erros) Se I' - p: ¢ é provéavel, entdo
evalp(p) # erro

A primeira propriedade expressa que a relacio de transicao deve preservar o tipo das expressoes.
A segunda propriedade expressa que termos validos (bem tipados) avaliam para formas candnicas
da linguagem. A verificacdo dessa propriedade possibilita a detectar eventuais erros na defini¢do
do sistema de tipos (a atribuicdo de um tipo a uma expressdo que nao deveria ser tipada), assim
como na definicdo da semantica operacional (a avaliacio de um programa bem tipado resultando
em erro). Uma linguagem que satisfaz essa segunda propriedade é dita fortemente tipada.

Deve-se notar também que as seméanticas operacional e denotacional de uma linguagem devem
ser definidas de forma concordante, isto é, devem satisfazer a seguinte propriedade:

Propriedade 5 (Adequagao computacional) Seja p um programa e v uma forma candnica.
Temos que p = v se, e somente se, evalp(p) = v.

Para termos arbitrarios e e €', o que se espera, em geral, é que, se e e e’ sdo denotacionalmente
equivalentes, entdo e e e sdo operacionalmente equivalentes (dé" implica Z). Se a reciproca é
também verdadeira (ou seja, se Z implica Ler ), entdo a seméantica denotacional é dita totalmente
abstrata. Entretanto, a definicdo de uma seméantica denotacional totalmente abstrata pode ser
muito dificil (veja, por exemplo, [Sto88]).

Se as semanticas operacional e denotacional de uma linguagem estao relacionadas pela proprie-
dade de adequacao computacional, entdo a propriedade 4 torna-se um corolario da propriedade 2.
De fato, suponha que I' - p : o é provével e que evalp(p) = erro. Pela propriedade de adequagdo
computacional, temos p = erro. Mas como erro nio possui significado denotacional, 0 mesmo
deve acontecer com p. Absurdo, pois [I' F p : o]p € [o]p, para qualquer p que satisfaz T, pela
propriedade 2.

2.2 Outras propriedades de sistemas de tipos

Além das propriedades mencionadas anteriormente, existem outras propriedades desejaveis para
sistemas de tipos.

e Decidibilidade — O sistema de tipos da maioria das linguagens de programacio é decidivel,
isto é, existe um algoritmo tal que, dado um programa p, determina se esse programa é bem
tipado ou ndo. Em termos do sistema de tipos, o algoritmo determina se existe uma derivacao

1L A notacdo de A-expressdes é descrita na secio 3. Intuitivamente, uma expressio \ z:o. e representa uma funcio
que, ao receber um argumento denotado por z, de tipo o, fornece como resultado o valor definido pela expressao e.



para a férmula I' F p : o, para algum o, de acordo com as regras do sistema de tipos, onde
I' é um contexto contendo tipagens para os simbolos pré-definidos da linguagem.

Alguns sistemas de tipos de linguagens de programacio sio indecidiveis, como os das lingua-
gens Quest [CLI1] e Cayenne [Aug99]. O sistema de tipos de Cayenne usa tipos dependentes
[ML78, ML84, Mac86, C*86, CH88], isto ¢, o tipo de uma expressio pode depender niao ape-
nas dos tipos de outras expressoes, mas também dessas préprias expressoes. Por exemplo,
o tipo do resultado de uma func¢do pode depender tanto do tipo do seu argumento como do
valor desse argumento; o tipo de um componente de um registro pode depender do valor
de outros componentes do registro. A indecidibilidade desse sistema de tipos provém da
necessidade de testar se dois tipos sdo (estruturalmente) iguais, o que é indecidivel no caso
de linguagens com tipos dependentes e sem a propriedade de normalizacio forte (veja secdo
3). O algoritmo de checagem de tipos de Cayenne poderia nao terminar, para determinados
programas, caso nao adotasse um limite para o nimero de reducoes a serem realizadas no
processo de verificacdo de tipos. Com essa restricio, o algoritmo de fato sempre termina, po-
dendo emitir, como resultado da compilacdo de um determinado programa, uma mensagem
indicando que nao foi possivel realizar com sucesso a checagem de tipos para esse programa.

A argumentacdo em favor do uso de sistemas de tipos indecidiveis, em geral mais complexos,
é baseada em dois aspectos. O primeiro é o de que, em geral, a linguagem compreende um
conjunto de frases bem tipadas maior do que o de uma linguagem com um sistema de tipos
decidivel. O segundo é o de que o nimero de casos em que, de fato, o algoritmo péra, sem
uma verificagao de tipo bem sucedida (por ter alcancado o limite estabelecido para o nimero
de redugdes) seria muito pequeno. Entretanto, é ainda necessdria uma maior experiéncia
com o uso de tipos dependentes para que se possa avaliar como se comportam, na pratica,
sistemas de tipos indecidiveis.

e Unicidade — Um sistema possui a propriedade de unicidade de tipos se, para cada frase e
bem formada e cada contexto I', existe um tnico o tal que I" - e : o é provavel. Para sistemas
de tipos com subtipagem (polimorfismo), a propriedade de unicidade de tipos é, em geral,
substituida pelas propriedades de tipo e tipagem minima (principal) - veja secoes 4 e 5.

e Tipo e tipagem minima, tipo e tipagem principal — veja secoes 4 e 5.

3 Tipos Simples

Estudos sobre tipos em linguagens de programacao sao usualmente desenvolvidos sob o arcabouco
do A-calculus tipado. O A-calculus tipado surgiu a partir do A-calculus ndo tipado, ambos definidos
por Church, na década de 1930 [Chu32, Chu36, Chu41]. O A-calculus (néo tipado) prové um modelo
muito simples de avaliagio de expressdes. Apesar dessa simplicidade, o A-calculus é um modelo
“universal” de computabilidade, no sentido de que qualquer fungao recursiva [Kle36], assim como
qualquer funcdo computdvel por uma maquina de Turing [Tur37], pode ser expressa como um
termo do A-calculus.

Termos do A-calculus sdo expressdes, que podem ser: uma varidvel, uma A-abstracao, usada
para descrever funcoes, ou uma aplicagdo, que especifica a aplicacio de uma expressdo (que denota
uma fungdo) a outra expressido (pardmetro real, que denota o argumento).

Uma A-abstracao é escrita na forma Az. e, onde z é uma variavel e e uma expressao. A varidvel
x é chamada parametro (formal) da fungéo, e o escopo de Az é definido como sendo e, com excegao
de possiveis A-abstracoes em e que também tenham z como parametro. Uma ocorréncia de um
variavel z é dita ligada em e se ocorre no escopo de Az. Caso contrario a ocorréncia de z é dita
livre.

A avaliacdo da aplicacdo da funcido Az.e a um argumento e’ é definida por uma regra baseada
na substituicio textual das ocorréncias do parametro formal = pelo pardmetro real e’ na expressao
e. Essa regra, denominada axioma de (f)-reducao, é representada da seguinte forma:

(Az.e) €' = [¢'/z]e

A notacdo [e’/z]e representa a expressdo obtida substituindo-se todas as ocorréncias livres de x
em e pela expressao e'.



Como dito anteriormente, pode-se expressar, em A-calculus, qualquer funcao recursiva ou, equi-
valentemente, qualquer funcdo computavel por uma maquina de Turing. Para se ter uma idéia de
como o A-calculus consegue tal poder de expressao, é interessante considerar como se pode expressar
defini¢oes recursivas em A-calculus, ou seja, utilizando um operador de ponto fizo. Um operador de
ponto fixo é qualquer expressido fix tal que, para toda expressdo e, tem-se que fix e = e (fix e),
ou seja, fix e é um ponto fixo da expressdo e. O operador de ponto fixo pode ser definido em
A-calculus, por exemplo, pela seguinte expressio:

fix = Af. Q. f(zz))(Az.f(22)) (3)
De fato, aplicada a uma expressao qualquer e, fix e retorna um ponto fixo de e:
(f. Q. (22)) \a. £ (02))) e
(Az.e(zx))(Az.e(zz))
e((Az.e(zz))(Az.e(zx)))

= e (fix e)

fixe =

=
=

Expressoes como fix acima introduzem dificuldades na definicdo do siginificado de expressoes
do A-calculus. Por exemplo: se uma expressao e tem mais de um ponto fixo, qual deles é dado por
fixe? O que significa fix e, se e ndo tem ponto fixo (por exemplo, e = Az.z 4+ 1)7 Certamente,
um modelo de interpretacio para o A-calculus deve ser capaz de responder a essas questoes.'? A
complexidade de interpretacao do operador de ponto fixo é evidenciada pelo fato de sua definicao
envolver a aplicagdo de uma varidvel (x) a ela prépria. Essa possibilidade pode levar a paradoxos.
Considere, por exemplo, a seguinte expressao:

Ay.ifyy = athenbelsea

Se x representa essa expressao, entdo zz resulta, contraditoriamente, em:

ifrxz =athenbelsea

A possibilidade de qualquer expressao poder ser aplicada a ela prépria requer que o espaco de
valores representados por essas expressoes seja isomorfo ao espaco de funcgdes sobre esses valores
[Sto77, Sco76]. Dessa forma, embora o modelo de execugdo do A-calculus néo tipado seja muito
simples e poderoso, a complexidade de seus modelos de interpretacdo, assim como o fato de que
linguagens de programacao sao, em sua maior parte, linguagens tipadas, motivaram o estudo de
calculos baseados no A-calculus tipado.

O A-calculus tipado simples, proposto por Church [Chu40], considera apenas tipos basicos (por
exemplo, Int, o tipo dos inteiros, e Bool, o tipo dos valores booleanos) e tipos funcionais. O sistema
de reducdo do A-calculus tipado simples herda as propriedades fundamentais do sistema de reducao
do A-calculus nao tipado: confluéncia e normalizacdo. A propriedade de confluéncia, também
chamada de propriedade de Church-Rosser, garante que, se uma expressio e reduz para e; ou para
e2, entao existe uma expressao e’, tal que e; reduz para e’ e e; reduz para e’. Como conseqiiéncia,
se um termo tem uma forma normal, entdo ela é tnica. A propriedade de normaliza¢do garante
a existéncia de uma determinada estratégia de reducdo para a qual a seqiéncia de reducées de
qualquer expressdo resulta em sua forma normal, caso a expressdo possua uma forma normal. 12

A Figura 2 apresenta a sintaxe livre de contexto das expressdes do A-calculus tipado simples.
No A-calculus tipado simples, ao contrario do A-calculus nao tipado, uma expressao nao pode ser
aplicada a si prépria. Assim, nfo se pode definir o operador de ponto fixo na prépria linguagem.
Além disso, o A-calculus tipado simples possui a propriedade de terminagdo (também chamada
de normalizagdo forte): toda seqiiéncia de reducdo de qualquer expressio termina, ou seja, toda
expressio possui uma (tinica) forma normal.

A Figura 3 apresenta o sistema de tipos do A-calculus tipado simples.

O axioma (VAR) indica que uma varidvel tem o tipo especificado na sua “declaracdo” (isto é,
o0 tipo T que ocorre em Az : 7. ¢€).

12Veja, por exemplo, [Sco72, Sco76, Sto77]. Na interpretagdo definida por Scott, fixe denota o ponto fixo minimal
(“menos definido”) da fun¢do (continua) denotada por e, no dominio seméntico.

I3Para uma descrigio formal e provas dessas propriedades veja, por exemplo, [Bar84].

4Para uma descri¢io formal e prova dessa propriedade veja, por exemplo, [FLO83, Tho91].



Tipos Tu= b tipo bésico (ou primitivo)
1 — 7o tipo funcional

Termos e:= «x variavel
Az :7.e A-abstragdo
ee aplicacdo

Figura 2: Sintaxe livre de contexto do A-calculus tipado simples

x:Thx:T (VAR)

I'kFe:r
Nx:mkFe:r (AD VAR)
De:mFe:r
FF(Az:7".e): 7" =71

(ABS)

F'te:7"— 7, Tke 7
I'kFee:r

(APL)

Figura 3: Sistema de tipos do A-calculus tipado simples

A regra (AD VAR) permite que uma hipétese seja adicionada ao contexto. A notagdo I',z : 7
significa ' U {z : 7}, com a condi¢do de que = ndo ocorra em T'. Isto indica que, se um termo
e é bem tipado em um dado contexto, entdo todas as varidveis livres de e devem ocorrer nesse
contexto. Segundo a regra (AD VAR), se um termo e possui tipo 7 em um contexto I', entdo,
para qualquer varidvel z, de tipo 7/, que nao ocorra livre em e e nao pertenca ao dominio de I,
podemos formar um novo contexto IV =T,z : 7 tal que e possui tipo 7 em T".

A regra (ABS) estabelece que se e : 7 é derivdvel em um contexto I'' onde x tem tipo 7/, entdo
a expressdo Az : 7. e define uma fungio de tipo 7' — 7 no contexto I' =T — {z : 7'}.

A regra (APL) permite a aplicacdo de qualquer funcéo e, de tipo 7' — 7, a um argumento e’
de tipo 7', produzindo um resultado, e €', de tipo 7.

O A-calculus tipado simples pode ser estendido de diversas maneiras, introduzindo-se novos
tipos bdasicos ou novos construtores de tipos. Construtores de tipos comumente adicionados sdo
construtores para os tipos produto e soma (unido disjunta) e tipos recursivos (veja secéo 3.1).

Para servir como modelo para linguagens de programacao, o A-calculus tipado simples tem que
ser estendido com a introducido de operadores de ponto fixo (um para cada tipo funcional 7 — 7'),
de modo a prover defini¢bes de funcoes recursivas. Desta forma, a linguagem torna-se “universal”
(toda fungéo recursiva definida sobre os naturais pode ser expressa na linguagem).

O seguinte axioma de tipo é usado na formacgao de expressoes bem tipadas usando operadores
de ponto fixo:

Fkfix,:(r—>7)>71 (FIX)
A seméntica (operacional) de operadores de ponto fixo é definida pelo seguinte axioma de

reducao:

fix, = Af : 7 = 1. f(fix, f) (fix)

10



A introducdo de operadores de ponto fixo possibilita definir, como no A-calculus néo tipado,
termos que nao possuem forma normal. Também da mesma forma, mesmo que um termo possua
uma forma normal, a estratégia de reducio adotada é importante para que esse termo seja reduzido
para a sua forma normal. Por exemplo, para qualquer expressdo e : 7 — 7, pode-se aplicar repetidas
vezes o axioma de redugdo (fix):

fix, e = e(fix,e) = e(e(fix, e)) = ...

e, portanto, para qualquer termo fix,e : 7 (que possua ou nao forma normal) existe uma seqiiéncia
infinita de redugoes, determinada por uma estratégia de reducio que escolha o redex mais interno
em cada passo de reducdo. Ao contrario do que ocorre com o A-calculus néo tipado, termos da
forma x x ndo podem ser definidos.

3.1 Tipo produto, tipo soma e tipos recursivos

Extensoes do A-calculus tipado simples com tipos produto e soma, e com tipos recursivos, sao
usadas para modelar diversas construcoes em linguagens de programacao.

3.1.1 Produtos cartesianos

Um tipo produto 71 X 75 é um tipo de pares de valores, onde o primeiro componente tem tipo 7, e
o segundo tem tipo 72. As regras de formacdo e acesso a componentes de valores de tipo produto
sdo apresentadas na Figura 4.

I'e:q, The:m

PROD

Tk{e e):m X7 ( )

F'Fe:m xm (PROJ1)
['Fprojl e:m

F'Fe:m xm (PROJ2)

['Fproj? e:m

Figura 4: Regras de inferéncia para tipo produto

As regras (PROJ1) e (PROJ2) introduzem as fungdes de projecdo projl . e projZ ., uti-
lizadas para obter os componentes de um par. A semaéantica desses operadores é definida pelos
seguintes axiomas de reducao:

projl, .. (e.e) = e
=2 l !
projs . (e,e) =e

Um registro é uma tupla cujos componentes (chamados campos) possuem rétulos. A diferenga
entre tuplas e registros é que, enquanto cada componente de uma n-tupla é identificado pela sua
posicéo (de 1 an), os campos de um registro podem ocorrer em qualquer ordem, sendo identificados
apenas pelo rétulo associado a cada um deles. O tipo de um registro (r1 = ey, ... ,r, = e,) pode ser
escrito como (ry : 71,... ,Tp : Tp), onde 71, ... ,r, sdo rétulos sintaticamente distintos. Escolhendo
uma ordenacio para os componentes, podemos transformar registros em produtos cartesianos.

3.1.2 Somas

A notacdo 7 + 7 é usada para denotar unido disjunta dos conjuntos denotados pelos tipos 71 e 7.
Isto significa que um elemento v de tipo 71 + 72 pode ser um elemento de tipo 71 (72) juntamente
com uma indicagdo de que v é um elemento de tipo 71 (72) (veja Figura 5).

A fungéo de injegdo inEsq, ., recebe um elemento de tipo 71 e constréi um elemento de tipo
71 + 2. Similarmente, a func@o de inje¢do inDir,, ,, recebe um elemento de tipo 7 e constréi um
elemento de tipo 7 + 7».
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'kte:m

IN1
't inEsqr,, €: 71 + T ( )
F'kte:m
IN2
't inDir, ,e: 7 + T ( )
'te:n+n I'Ff:m—m TThFg:m—m3 (BLIM)

'Fcaseefg:ms

Figura 5: Regras de inferéncia para tipo soma

A regra de eliminagdo (ELIM) caracteriza o uso correto de expressoes cujo tipo é uma soma.
Intuitivamente, case e f g inspeciona o tipo de e e aplica f se e possui tipo 71, ou g se e possui
tipo 7.

A seméntica desses operadores é definida pelos seguintes axiomas de reducao:

case (inEsqr, -, €) fg = f
case (inDir,, , e) fg=g

3.1.3 Tipos Variantes

Um tipo variante é uma forma de soma rotulada, possuindo a mesma relacdo com tipos soma que
registros possuem com tipos produto. Um tipo variante que define uma soma de tipos 7,... , 7,
pode ser escrito como [rq : Tq,...,r, : Ty], onde r1,... 7, sdo rétulos sintaticamente distintos.
Como para registros, a ordem ndo é importante.

Intuitivamente, um elemento de um tipo variante [ry : 71,... ,7, : 7,] é um elemento de um
dos tipos 7;, para 1 < i < n, rotulado por r;.

Em SML [Har93], um tipo variante é definido através da declaragdo de um datatype, como a
seguir:

datatype dt = k; of 7 | ... | k, of 7,

ki,...,kn s@o chamados de construtores de valores do tipo dt. Dado um valor v; de tipo 7;, k; v;
constréi um valor de tipo dt. A parte “of 7;” pode estar ausente (caso em que, informalmente, k;
é um construtor que nao requer parametro). Por exemplo, a seguinte declaragio define um tipo de
arvores bindrias com valores inteiros nos nodos (ramos):

datatype arvore = Folha | Nodo of arvore x int *x arvore

Uma funcao sobre um datatype é declarada através de casamento de padrées. Por exemplo, a
funcdo tamanho definida sobre o tipo arvore:

fun tamanho Folha = 0
| tamanho (Nodo tl1 n t2) = 1 + tamanho tl1 + tamanho t2;

determina o nimero de nodos de uma &drvore. Se a arvore é da forma Folha, a primeira cldusula
da definicao é utilizada. Caso contrario, utiliza-se a segunda.

Datatypes e defini¢oes de funcdo por casamento de padrdo provéem uma forma elegante de
uso de tipos variantes. De fato, defini¢oes de funcdes por casamento de padrdo podem ser vistas
como formas abreviadas de defini¢oes por anélise de casos. Em um sistema de tipos, a construcao
e 0 acesso a componentes de valores de datatypes sdo baseados nas regras basicas de formacgio
e acesso a valores de tipo soma (Figura 5). Essas regras de tipo ndo permitem acesso incorreto
a componentes de valores de tipos variantes, como é possivel, por exemplo, no caso de acesso a
componentes de registros variantes em Pascal [WSHT77].

12



3.1.4 Tipos Recursivos

A definicao do tipo de dado arvore apresentada anteriormente é recursiva, uma vez que arvore
ocorre no corpo de sua defini¢io. Em geral, um tipo de dado em ML

datatype dt = k; of 7 | ... | k, of 7,

é recursivo se o tipo declarado dt ocorre em 7;, para algum 1 <i < mn.

Assim como ML, vérias linguagens de programacgdo admitem definicdo de tipos recursivos.
Podemos adicionar tipos definidos recursivamente em uma linguagem baseada em A-calculus tipado
simples pela adigao de variaveis de tipo («) a sintaxe de expressoes de tipo, e pela inclusdo de uma
nova forma de expressdo de tipo, pa.7. Intuitivamente, pa.7 denota o menor tipo que satisfaz a
equagao

a=T

onde a pode ocorrer em T.

Satisfazer a equacdo a = 7 significa encontrar um tipo pa.t isomdrfico ao tipo 7. Como a = 7
implica que a = 7[r/a] (onde 7[r/a] denota a substituicdo por 7 de todas as ocorréncias livres de
a em T), a solugdo procurada é tal que

po.T = Tpoe.T/a]
Este isomorfismo é estabelecido associando-se a tipos recursivos as seguintes regras, que per-
)

mitem a conversao de um termo de tipo pa.7 para o tipo T[ua.7/a] e vice-versa:

T'ke:mlpa.r/a]
I'Ffolde: pa.t

(FOLD)

F'Fe:par
I' F unfold e : 7[ua.7/a]

(UNFOLD)

Figura 6: Regras para o A-calculus com tipos recursivos

As funcoes fold e unfold sdo inversas uma da outra, isto é:
unfold (fold(e)) =e e fold(unfold(e')) =¢'

Quando utilizados juntamente com tipos funcionais, tipos recursivos sdo muito expressivos. Em
particular, podemos traduzir termos do A-calculus néo tipado como termos do A-calculus tipado
com tipos recursivos, utilizando o tipo recursivo pua.a — a.

4 Polimorfismo

O A-calculus tipado simples possibilita definir apenas fun¢des monomdrficas, ou seja, fungoes que
podem ser aplicadas a argumentos de um tunico tipo. Isso requer, por exemplo, que se tenha que
definir uma funcao identidade, de tipo 7 — 7, para cada tipo 7, embora a definicdo dessa funcao
seja a mesma para valores de qualquer tipo.

Em algumas linguagens, tais como Standard ML [MHT87] (ou simplesmente ML), podem ser
definidas funcbes polimdrficas, isto é, funcdes que operam uniformemente sobre argumentos de
varios tipos. O mecanismo utilizado para a definicdo de fung¢des polimérficas em ML, constitui,
em sua esséncia, uma extensdo simples e elegante do A-calculus tipado simples.

4.1 core-ML

No sistema de tipos de ML, tipos sdo divididos em dois universos: monomdrficos e polimdrficos
(Figura 7). Tipos monomorficos sdo exatamente os tipos do A-calculus tipado simples, exceto que
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Tipos monomérficos 7 :1:= « variavel de tipos
71 = T»  tipos funcionais

Tipos polimérficos o= T
Va. o tipo quantificado

Figura 7: Tipos de core-ML

varidveis de tipo sdo também incluidas. Tipos polimérficos incluem os tipos monomorficos e tipos
quantificados Va. o.

O simbolo V é denominado quantificador universal. A variavel de tipo a é ligada na expressao
VYa.o. Se uma expressio e possui o tipo Va.o, entdo, e pode ser usada como uma expressao de
tipo o[r/a], para qualquer tipo simples 7 (veja regra (INST) na Figura 9).

A sintaxe livre de contexto de expressoes de core-ML (usada para abstrair os conceitos funda-
mentais da linguagem [Mil84]) é apresentada na Figura 8 e um sistema de tipos para core-ML é
apresentado na Figura 9.

Termos e:=x= = varidvel
Az.e funcao
ee' aplicacao

let x = €' ine declaracdo polimoérfica

Figura 8: Sintaxe livre de contexto de core-ML

As expressoes de core-ML sdo implicitamente tipadas, isto é, ML é uma linguagem tipada,
embora ndo requeira anotacoes explicitas de tipos.'®> O tipo de cada expressdo vélida é determinado
por um algoritmo de inferéncia de tipos (veja segao 4.2).

As regras do sistema de tipos de core-ML incluem as regras usuais do sistema de tipos do
A-calculus tipado simples, além de trés outras regras. A regra (LET) define a formacdo correta
de expressoes que utilizam a declaracido polimoérfica let. Uma expressdo let © = €' in e liga x
& expressao €', de tipo polimérfico, em e. Se e’ tem tipo monomorfico, entao let z = €' in e
corresponde & expressdo (Az.e)e’. Essa correspondéncia nao é valida, entretanto, caso e’ tenha
tipo polimérfico, uma vez que, em ML, o argumento de uma A-abstracdo apenas pode ter tipo
monomorfico (veja regra (ABS)).

Note que sistemas de tipos polimérficos que incluem a regra (INST) ndo possuem a proprie-
dade de unicidade de tipos: a regra (INST) possibilita a derivagao de diferentes tipos para uma
mesma, expressao e, tal como ilustra o exemplo a seguir. Considere a seguinte expressdo, em que
a identidade polimérfica é definida:

let id = Ax.x in idid

No sistema de tipos de core-ML podemos deduzir ¢ - Az.z : Va.ae = « e, portanto, deduzimos tanto
id :Ya.a = atid : @ — a como, pela regra (INST), id : Va.a -+ atid: (a = a) > (a = a).

Como sistemas de tipos polimérficos possibilitam derivar diferentes tipos para uma mesma
expressao bem tipada, em um dado contexto, é necessario caracterizar o tipo que deve ser inferido
para essa expressdo, nesse contexto, pelo algoritmo de inferéncia de tipos da linguagem. Esse tipo
é denominado tipo principal.

155 também possivel definir um sistema de tipos para uma versdo explicitamente tipada de core-ML, denominada
core-XML, que é equivalente ao sistema de tipos de core-ML [MH93].
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Lz:okx:o (VAR)

'e:o - .
TFe Voo (a ndo ocorre livre em I') (GEN)
I'-e:Vao
_ INST
T'ke:o[r/a] (INST)

Le:7ke: 7
I'F)Xx.ed:7— 7'

(z & dom(T)) (ABS)

F'te:7"— 7, Tke 7
I'kFee:r

(APL)

'ke:oc Tyx:oke:0

I'letz=¢€¢ine: o’

(LET)

Figura 9: Sistema de tipos de core-ML

Tipo principal e tipagem principal

Intuitivamente, o tipo principal o para uma expressao e, em um dado contexto I', é aquele que
representa todos os possiveis tipos o', tais que I' e : ¢’ é provével. Esse conceito é formalmente
definido em termos de uma relacio de instanciacio entre tipos, C, definida a seguir.

Uma substituicdo de tipos é uma funcao (finita) de varidveis de tipo em tipos simples. So
representa o tipo obtido substituindo-se toda varidvel de tipo «, que ocorre livre em o, por S(«).
Definimos:

TC 7 se ST = 7' para alguma substituicdo S
Va.oc C 7' sec C 7/,
Va.c CVa'.0' seoc C o

Se o C ¢’ dizemos que ¢’ é uma instincia de o, ou que o é mais geral do que o’'.

Note que, se I' - e : o é provavel entdao I' - e : ¢’ é provéavel, para todo ¢’ que é uma instancia
de o (pela regra INST). Portanto, uma definicdo adequada para tipo principal de uma expressao
e, em um contexto I', é o tipo mais geral que pode ser derivado para e nesse contexto.

Um conceito mais geral é o de tipagem principal para uma expressao e, que constitui um par
(T,o), tal que T' e : o é provavel, e I' F e : o representa todas as possiveis férmulas provaveis
I+ e: o, para a expressdo e. Essa nogdo é importante quando se considera a compilacdo em
separado de médulos de programas, tal como discutido em [Jim96]. Intuitivamente, uma tipagem
principal (T, o), para uma expressao e, é tal que I' requer menos das variaveis ¢ € dom(T') e o tipo
o prové mais do que qualquer outro possivel tipo para e, onde as nocoes de prové mais e requer
menos sdo definidas em termos da relacdo de instanciacio de tipos C.

4.2 Inferéncia de tipos

Anotacoes de tipo podem ser muito tdteis, pelas razdes expostas na se¢do 1, mas ndo constituem
parte necessaria de programas. Para permitir a omissdo de anotacdes de tipo, caso se julgue conve-
niente, linguagens de programacao utilizam mecanismos de inferéncia de tipos, isto é, mecanismos
para determinar automaticamente o tipo de expressoes que ocorrem em um programa, em tempo
de compilacao.
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Toda linguagem tipada faz uso de inferéncia de tipos, uma vez que, em geral, utiliza anotacoes
de tipos apenas em determinados pontos do programa (nas declaracgoes de varidveis ou fungoes). Os
tipos das demais expressoes sao inferidos, de acordo com as informagcoes pré-definidas ou providas
por declaragoes. A linguagem ML prové um mecanismo de inferéncia de tipos que possibilita a
total omissdo de anotacées de tipo em programas.

Para dar uma nogdo do mecanismo de inferéncia de tipos de ML, considere, por exemplo, a
seguinte expressao:

fnz = z+4+1

Ao analisar a expressao x + 1, o compilador atribui tipo « & varidvel z (onde o é uma variavel de
tipo). A ocorréncia do operador “4” nao determina, ainda, o tipo de z, ja que “+” é definido tanto
para argumentos inteiros quanto para argumentos reais. Com a ocorréncia da constante inteira 1,
o compilador reconhece que trata-se de uma soma de argumentos inteiros e infere, portanto, que
x tem tipo int. Conseqiientemente, o tipo inferido para a expressido acima é int — int. Uma

apresentacdo bastante didatica do algoritmo de inferéncia de tipos de ML pode ser encontrada em
[DBI6].

5 Subtipagem

Subtipagem é toda relacdo de preordem (i.e. uma relacio reflexiva e transitiva) sobre tipos (estrita-
mente, sobre expressdes de tipo) para a qual vale a seguinte regra de substitui¢do entre expressoes:

Se o/ <: o entdo expressoes de tipo o
podem ser usadas no lugar de expressoes de tipo o

“No lugar de expressoes de tipo o” significa, em termos mais precisos, 0 mesmo que “em
qualquer contexto em que expressoes de tipo ¢ podem ser usadas, de modo a gerar frases bem
tipadas.” A notagdo o' <: o expressa que o’ é um subtipo de o. Nesse caso, o é dito um supertipo
de o'.

Na maioria das linguagens de programacao tipadas (notadamente em linguagens mais antigas),
a checagem de tipos é baseada em uma relacao de compatibilidade entre tipos que é, na maioria
dos casos, uma relacao de equivaléncia. Nessas linguagens, a regra de substituicao entre expressoes
é freqientemente bidirecional: uma expressdo de um tipo ¢’ pode ser usada no lugar de uma
expressdo de um tipo o equivalente, e vice-versa. A relacdo de subtipagem retira o “vice-versa”,
tornando a checagem de tipos baseada em uma regra de substituicdo de expressoes unidirecional.

Em termos de sistemas de tipos, uma relacao de subtipagem caracteriza-se como sendo qualquer
relacdo de preordem entre tipos, tal que, para quaisquer tipos o' <: o, e qualquer expressao e de
tipo o', pode-se deduzir que e tem tipo o. Isso é expresso pela seguinte regra de derivacéo:

o' <o e:o

(SUB)
e:.o

Esta regra estabelece, de fato, uma relacdo (unidirecional) de substituigdo entre expressdes, que
caracteriza toda relacdo de subtipagem: note que, pela regra acima, se ¢’ é um subtipo de o, em
todo lugar em que uma expressiao de tipo o ocorre podemos usar uma expressao de tipo o', uma
vez que essa expressao de tipo o' pode ser transformada em uma expressao de tipo o.

Em particular, um tipo polimérfico quantificado (segdo 4) pode ser visto como um (caso especial
de) subtipo de qualquer instancia desse tipo. O uso e a interrelacdo entre construcoes de lingua-
gens de programacao associadas com subtipagem, como formas de polimorfismo, classes, objetos e
registros, sdo tépicos atuais de pesquisa (veja, por exemplo, [GM94, AC96, Mit96]).

Relacoes de subtipagem existem na grande maioria das linguagens de programagao, mas nao de
forma generalizada. Por exemplo, o tratamento de expressoes aritméticas em Fortran, cuja idéia
basica foi adotada em muitas linguagens definidas posteriormente, é caracterizado por permitir
combinagoes de expressoes inteiras com reais (ponto flutuante). Nessas expressoes, valores inteiros
sdo convertidos, quando necessario, para valores reais correspondentes. Um outro exemplo de
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subtipagem ocorre no caso de intervalos de tipos discretos, como em Pascal e Ada (veja, por
exemplo, [JWT74] e [Ich79]). O intervalo de um tipo discreto o é um subtipo de o.

O interesse em linguagens orientadas por objetos (LOOs) incentivou ainda mais o estudo de
aspectos relativos a subtipagem. Em LOOs tipadas (assim como em linguagens tipadas que su-
portam alguma forma de polimorfismo), a checagem de tipos baseia-se fundamentalmente em uma
relacdo de subtipagem, e ndo de equivaléncia entre tipos.

A relacdo de subtipagem n#o é, necessariamante, uma, relacdo anti-simétrica, uma vez que dois
tipos distintos podem ser subtipos um do outro. Por exemplo, na linguagem Modula-3 [CDJ*89,
Nel91], um tipo “empacotado” (“packed”) e outro “nado-empacotado” (“unpacked”) podem ser
subtipos um do outro. Dados empacotados e ndo-empacotados tém representacoes diferentes, e
podem ser convertidos de um para o outro.

A relacdo de subtipagem entre expressoes de tipos depende, em geral, de uma relacao de
conversao entre o conjunto de valores desses tipos. Valores de um subtipo de o devem poder ser
transformados em valores de tipo o. Teoricamente, dominios semanticos podem ser definidos, por
exemplo, de forma a considerar o conjunto de valores de um subtipo ¢’, de um dado tipo o, como
um subconjunto do conjunto de valores de 0. Nesse caso, a relagdo de conversdo é uma relagcao de
inclusao.

Na pratica, a conversao de valores de um subtipo de o para valores de o pode constituir-se
em uma mudanca na representacio desses valores. Por exemplo, objetos (em LOOs) e registros
sdo em geral implementados de forma a nado necessitar de uma mudanca de representacio (na
transformagéo de valores do subtipo para o supertipo), ao passo que inteiros sdo convertidos para
reais (nimeros de ponto flutuante) mediante uma mudancga de representacdo. No caso de intervalos
de tipos discretos, a mudanca ou ndo na representacdo é mais dependente da implementacdo. Em
geral, no caso em que o custo requerido para conversido é grande e a freqiiéncia de conversoes é
grande, o uso de uma relacdo de inclusido é mais adequado. Por outro lado, se a freqiiéncia de
operagoes (sobre valores de um tipo ou de seu subtipo) é grande e hd uma grande diferenca entre
a eficiéncia dessas operagdes (com relagdo a operagoes realizadas sobre sua contraparte) o uso de
representacoes diferentes é mais adequado.

Uma interpretacido semantica de subtipagem pode ser feita tanto em termos de uma relagdo
de inclusao, estabelecendo que o conjunto de valores do subtipo é um subconjunto do valores
do supertipo, quanto em termos de uma relacdo de conversdo, que transforma valores de um
subtipo em valores do supertipo. Em geral, ambas sdo tteis, no sentido de prover suporte a uma
implementacdo da linguagem e de desenvolver um melhor entendimento sobre uma linguagem. '

Um sistema de tipos com suporte a subtipagem contém, tipicamente, um axioma ou uma regra
de inferéncia para cada expressao-de-tipo, que determina as propriedades da relacio de subtipagem
para esse tipo. O principio bésico para se definir que um tipo ¢’ é subtipo de um outro tipo o é o
de que todas as operagdes definidas sobre expressdes de tipo ¢ devem também ser bem definidas
para expressoes de tipo o'. Nas se¢des 5.1 e 5.2 veremos alguns exemplos, para tipos especificos.

Tipagem minima e tipo minimo

Um sistema de tipos com subtipagem, que inclui a regra (SUB), ndo possui a propriedade de
unicidade de tipos, segundo a qual, em um dado contexto, existe um tunico tipo para cada ex-
pressdo. Usualmente, verificam-se as propriedades de tipo minimo e tipagem minima, anilogas as
propriedades de tipo principal e tipagem principal, descritas na secao 4.1.

Em um dado contexto, para toda expressao e existe um tipo minimo o, tal que I' F e : 0 é
provavel e I' e : o' é provédvel, se, e somente se, o <: o'.

Uma tipagem minima (T, ), para uma expressdo e, é tal que T' requer menos das varidveis
x € dom(T) e o tipo o prové mais do que qualquer outro possivel tipo para e, onde as nogoes de
requer menos e prové mais sdo definidas com base na relacao de subtipagem <:.

5.1 Funcoes

Para tipos funcionais, tem-se a seguinte regra de subtipagem:
04 <: 0 o, <:0p
ol = ol <:0, = 0y

16Para tratamentos sobre a interpretacio semantica de subtipagem veja, por exemplo, [Mit96].
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Se a relagdo de subtipagem (<:) é vista como uma relagdo de ordem, a regra acima indica que o
construtor de tipo — é monoténico (também chamado de covariante) em seu segundo argumento,
e antimonotdnico (também chamado de contravariante) no primeiro argumento. Essa regra reflete
o fato de que, se f tem tipo o/, — ol., entdo, pela regra (SUBS):

e f aceita argumentos de tipo o,, para qualquer o, <: o, (uma vez que esses argumentos
podem ser transformados em argumentos de tipo o?,);

e f fornece resultados de tipo o,, para qualquer o, tal que o.. <: o, (analogamente).

Portanto, toda fun¢do o/, — ol também tem tipo o, — o,, ou, em outras palavras, o/, — ol é
um subtipo de 6, = 0, se 0, <: 0}, € 0], <: 0.

Como exemplo, considere Int <: Real. Se f é uma funcio de tipo Real — Int, entdo f também
tem tipo Int — Int, assim como Int — Real e Real — Real. A funcao f pode ser aplicada a um
inteiro ou real, fornecendo um resultado inteiro, o qual pode ser usado no lugar de valores reais.
Note que, em contraposicdo, se f tivesse tipo Int — Real, ndo poderia receber argumentos de tipo
Real, e o seu resultado ndo poderia ser usado no lugar de valores inteiros.

A interpretacio de subtipagem como uma relacido de inclusdo ndo parece a principio natural,
no caso de tipos funcionais: e.g. ndo parece a principio natural considerar uma funcao f de tipo
Real — Int como um elemento do conjunto de funcoes de tipo Int — Int. O dominio de definicao
de f (dos nimeros reais) é (nessa interpretacdo) um superconjunto do dominio de defini¢do das
funcées em Int — Int. Entretanto, a interpretacdo é vélida, se considerarmos a interpretacdo
abaixo, sutil, para tipos funcionais. Essa interpretacdo define, por exemplo, Int — Int como o
conjunto das fungoes cujo dominio de definicdo contém o conjunto dos inteiros e, para qualquer
argumento inteiro, fornece um inteiro como resultado:

[ow = o]p={f €V | sexc€[o.]pentio f(z) € [o.]p}

A fim de garantir que “o conjunto de todas as funcdes que contenha um dado conjunto” seja,
de fato, um conjunto bem definido (n&o possibilitando a introducédo de paradoxos), é suficiente
definir um “dominio universal” V', dos valores de todos os tipos, construido a partir de valores
computdaveis, definindo interpretacdes de tipos como subconjuntos desse dominio universal.

Como vimos anteriormente, uma funcdo f de tipo o, — 0, também tem tipo o/, — o, se o/, <:
o,. Esta funcdo pode, portanto, quando considerada como um elemento do conjunto denotado
por ol — o, ser igual a uma outra funcdo (digamos) g, de tipo ¢/, = o,. No entanto, quando
considerada como elemento do conjunto denotado por o, — ¢, (um subconjunto do conjunto
denotado por o, — 0,), g e f podem ser fun¢des distintas. Isso ndo permite que se interprete a
relacdo de subtipagem como uma relagdo de inclusdo simples, no sentido de que dois elementos a e
b de um conjunto X sao iguais se e somente se sao iguais como elementos de qualquer subconjunto
de X. Entretanto, existem interpretacoes que permitem considerar que a igualdade varie com o
tipo em relagoes de inclusdo (sem requerer uma fungéo de conversdo entre valores de um tipo para
outro). Estas interpretagdes sao baseadas em relagoes parciais de equivaléncia. O leitor interessado
é estimulado a consultar, por exemplo, [Mit96].

5.2 Registros

A operacao de selecdo de um componente (ou campo) de um registro, de um determinado tipo o, é
a tnica operacao a ser preservada para valores de subtipos de o. Usando a notacao (r1 : 01,... ,7y :
on) para um tipo registro que tem rq,...,7, como nomes (ou rétulos) dos componentes do tipo
registro, € 01, ... ,0, como tipos desses componentes, respectivamente, a relacdo de subtipagem é
caracterizada pela seguinte regra:

! . ! .
oy <:01...0,<:0p

. ! . ! . . . . .
(re o), P i O Pl S Oty e« s Tgm & Onbm) <8 (P10 01, o0 ,Tn 2 Op)

Segundo essa regra, subtipos de um tipo registro o sdo obtidos adicionando-se componentes
(rpe1,--- ,Tnem Na regra acima) ou substituindo o tipo o; de um componente r; de o por um
subtipo de ¢;. O primeiro exemplo seguinte ilustra o primeiro caso, e o segundo exemplo ilustra
ambos o0s casos acima:
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classe C
método m (x: A) : B ...

subclasse €' de C
método m (x: A') : B ...

Figura 10: Redefinicdo de métodos

(a:Int,b:Int) <: (a:Int)
(r:(a:Int,b:Int),c:Int) <: (r:(a:Int),c: Int)

Para uma interpretagdo da subtipagem de registros como uma relacao de inclusdo, é natural

interpretar um tipo registro (r; : 0;), para i = 1,... ,n, como o conjunto de todos os valores
(subconjuntos de um dominio universal) que contém n pares ordenados (r1,v1),--. , (rn,v,), onde
v; é um valor do conjunto denotado por o;, parai =1,...,n. Dessa forma, (a: Int,b: Int), por

exemplo, representa um subconjunto do conjunto denotado por (a : Int).

5.2.1 Objetos

Para néo nos estendermos muito em questdes menos relevantes ao escopo desse artigo, essa secio
pressupde um conhecimento de conceitos basicos de orientacdo por objetos.

Denotemos por ¢(C) o tipo de uma classe C. A relacdo de subtipagem tem, na maioria das
linguagens orientadas por objetos, a seguinte propriedade.!”

Propriedade 6 (Subclasse < Subtipo) #(C') <: t(C) se e somente se C' é uma subclasse de C.

A fim de que erros de tipo possam ser detectados estaticamente, essa propriedade requer, em
geral, que, em uma subclasse C' da classe C (Figura 10), tenhamos:

e 0s tipos dos pardmetros de métodos redefinidos em C’ variem antimonotonicamente, e os tipos
dos resultados desses métodos variem monotonicamente (cf. secio 5.1);

e objetos da classe C' devem ter pelo menos (possivelmente mais) os campos dos objetos da
classe C (cf. segdo 5.2).

5.3 Covariancia versus Contravariancia

As regras acima s&o conseqiiéncia da observagao de que, em uma invocagio o.m(a), de um método m
de uma classe C que aceita parametros de um tipo A e fornece um resultado de um tipo B, devemos
ter:

e uma redefini¢io de m, com parametro de tipo A’, deve ser tal que A <: A’ (de modo a que a
redefinigdo possa aceitar um argumento de tipo A, o qual pode ser convertido para o tipo A');

e aredefinicdo de m com resultado de tipo B’ deve ser tal que B’ <: B (de modo a que o resultado
fornecido possa ser convertido para o tipo B).

Supondo covariancia de tipos de parametros na redefinicdo de métodos em subclasses, apds a
invocacao o'.m(a), quando o’ é um objeto da classe C', e a tem tipo A, a execugao do método m da
classe C' poderia fazer acesso a um campo de A’ que ndo existe em A.

As linguagens Eiffel [Mey92] e Beta [MMPN93] de fato adotam a covaridncia de tipos de
pardmetros de métodos (veja discussdes sobre o assunto em [Mey92, Coo89, CM97]). Em Beta,

I7Essa propriedade é comumente chamada de heranca-é-subtipagem. Seguindo Abadi e Cardelli [AC96], diferen-
ciamos as relagoes de heranga e subclasse. Heranga é uma relacdo de compartilhamento de atributos entre uma
classe e uma sua subclasse. Uma subclasse pode, por exemplo, redefinir todos os métodos da superclasse, e portanto
nao herdar nada.
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erros sdo detectados em tempo de execucdo. Eiffel adiciona restrigdes, de modo a possibilitar a
realizacao de testes em tempo de ligacao. Existe muita controvérsia na comunidade de orientacao
por objetos a respeito do assunto (veja também [Cas95]).

Métodos com argumentos que tém o tipo (Self) do objeto corrente (denotados por self, em
C++ [Str91], this, em Java [AG96] e Current, em Eiffel [Mey92]), aparecem naturalmente em
exemplos, de forma covariante (cf. constru¢do like Current em Eiffel).

Parametrizagao por Tipos com Restricoes

Uma solucao para o problema da covariancia de tipos de argumentos de métodos pode ser obtida
através do uso de resirigdes de subtipagem (veja secdo 6), um recurso disponivel, por exemplo,
em Eiffel. Considere as classes definidas a seguir, parametrizadas por tipos com restri¢oes de
subtipagem:

classe C; (X <: A)
métodom (x: X) : B ...

subclasse €] (X <: A”) de C;[X]
método m (x: X) : B ...

Figura 11: Redefinicdo de métodos

A restricdo de subtipagem X <: A indica que, para qualquer objeto da classe Cy, o tipo X tem
que ser um subtipo de A. C[X] representa a classe obtida pela instanciagdo de C com o tipo dado
por X.

Dado o <: A, seja o1 = t(C1[o]) o tipo de objetos criados através da instanciagdo do pardmetro
X de C; por o e, similarmente, seja o] = t(C[s]). Temos que o] <: o1. Em particular, ¢(C}[A']) <:
t(C4[A]).

Subclasse ¥ Subtipo

Algumas linguagens de programacio orientadas por objetos mais recentes desvinculam heranca
de subtipagem, com base na visdo de que a separacdo entre interfaces e implementacdes facilita a
estruturacdo de programas. A implicacdo bidirecional da propriedade 6 é transformada em uma
implicacao unidirecional:

Propriedade 7 (Subclasse = Subtipo) Se C' é uma subclasse de C entdo t(C") <: #(C).

Com a propriedade 7, pode-se ter subtipos ndo provenientes de subclasses. A relacao de subtipa-
gem requer uma definicdo independente, baseada tipicamente na estrutura dos tipos (cf. exemplos
nas segdes 5.1 e 5.2).

Convém ainda notar que uma separac¢do entre interfaces e implementagdes torna o mecanismo
de parametrizacao por subtipos mais elegante.

Com o intuito de permitir a heranca de métodos com pardmetros que tenham tipo Self, uma
outra proposta abandona também a propriedade (7) (veja [CHC90]). O preco pago pela flexibili-
dade adicional proporcionada ao mecanismo de heranca é exatamente a perda de flexibilidade na
relacdo de subtipagem, uma vez que subclasses podem ndo dar origem a subtipos, quando se usa
o tipo Self como tipo de parametros redefinidos em subclasses.

6 Polimorfismo Restrito
Tipos polimérficos Va.o representam a colegio de todos os tipos o[r/a] (onde 7 and o sdo tomados

de universos especificados) obtidos pela substituicdo de a por 7 em ¢ (modulo renomeacio de
varidveis de tipo quantificadas).
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E frequentemente ttil (ou requerido) que se tenha um controle mais fino sobre a formagéo de
tipos polimérficos. Precisamos de uma forma de restringir o conjunto de tipos que podem ser
usados para formar um tipo polimérfico.

Seja k um conjunto de pares v : 7 (onde v é um nome e 7 é um tipo). O tipo polimdrfico restrito
Va. k. T representa a colegdo de todos os tipos 7[r'/a] (onde T and 7' sdo tomados de universos
especificados) obtidos pela substitui¢do de « por 7' em 7 (modulo renomeagéo de varidveis de tipo
quantificadas) tais que valores em k[r'/a] sdo definidos. Por exemplo:

Va. {(<) : « = a — Bool}. [a] = [¢]

representa a colegdo de todos os tipos [r] — [7] tais que existe uma defini¢do para uma fungéo (<),
de tipo 7 — 7 — Bool.

Devido a restricoes de espaco, nao apresentaremos aqui regras de sistemas de tipos com tipos
polimérficos restritos. O leitor é encorajado a consultar [CF99a, FM96, Car96, Pie97].

Tipos polimoérficos restritos sdo adequados para expressar tipos de simbolos sobrecarregados
[CF99a], como ilustrado pelos seguintes exemplos:

(<) : {():a— a—Booll.a — a — Bool
+) : {H:a—sa—=alasa—a
sort : {(<):a — a — Bool}.[a] = [¢]

Uma outra forma de polimorfismo restrito, denominada polimorfismo limitado-por-subtipagem
[CWS85, Mit88, CG92, FM96, FM98], usa restri¢coes de subtipagem.!® Suponha, por exemplo, um
tipo registro (definido recursivamente) Ord:

0rd = ((<) : 0rd — 0rd — Bool)

Uma funcao de ordenacao pode ser definida e, em um sistema de tipos com polimorfismo limitado-
por-subtipagem, ter o tipo:

VYa <: 0rd. [o] = [@]

Entretanto, esta fungdo ndo seria nada 1til, uma vez que o construtor de tipos functionais (—)
é contravariante no seu primeiro argumento (veja segdo 5.1). Portanto, esta funcio (polimérfica
restrita) ndo poderia ser aplicada a listas de elementos cujos tipos sdo subtipos de Ord. Ela
nao poderia ser aplicada a inteiros, strings, ou qualquer registro R, com um campo (<) de tipo
R — R — Bool (de fato, o Unico elemento desse tipo é a fungao identidade).

Uma extensdo do polimorfismo limitado-por-subtipagem, chamada de polimorfismo F-limitado
[HP95, Mit96], resolve o problema acima utilizando fungdes de tipos em tipos. No exemplo acima,
o tipo da funcao de ordenacao seria dado, em um sistema de tipos com polimorfismo F'-limitado,
por:

Va <: F(a).[a] = [o]

onde F(a) = ((<) : @ = a — Bool). Note a similaridade desse tipo com aquele dado pela nossa
primeira forma de polimorfismo restrito.

Uma alternativa para polimorfismo F-bounded, chamda de polimorfismo com subtipagem de
ordem superior, usa uma ordenacdo (<:) sobre construtores de tipos. Com essa abordagem, o tipo
de nossa funcio de ordenacdo seria reescrito como a seguir:

VF <:0rd. [pa. F(a)] — [po. F(a))

onde pa. F(a) representa um tipo definido recursivamente (veja se¢ao 3.1).

Um estudo comparativo entre essas abordagens, assim como as conexdes com outras areas rela-
cionadas, tais como sistemas de médulos [HL94, Mac85, MTH90, Mac86, MMM91], serd abordado
em trabalhos futuros.

18Existe um niimero grande de publicacdes na literatura recente sobre o assunto. Linguagens que incluem
parametros de tipo limitado-por-subtipagem incluem Eiffel, Trellis/Owl, Sather, PolyTOIL, Rapide, Fun, Quest
e Abel. Veja referéncias em e.g. [Pie97, Car96].
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7 Tipos abstratos

Tipos concretos sdo definidos por meio de construtores de valores que denotam os elementos do tipo.
Tipos abstratos, por outro lado, sao definidos através de uma descricdo do conjunto de operacoes
definidas sobre os elementos do tipo. A representacao dos elementos de um tipo abstrato, assim
como a implementacao das operacoes sobre esse tipo, sao abstraidas: tanto a representacao dos
elementos quanto a implementacao das operacoes pode ser alterada, sem que isso altere o significado
de programas que envolvam valores do tipo abstrato.

A maioria das linguagens de programacdo prové algum mecanismo para suporte a implemen-
tacao de tipos abstratos. Em operagoes definidas sobre um tipo abstrato, o tipo representacao (i. e.
o tipo da representacao dos valores do tipo abstrato) é, em geral, um sin6nimo desse tipo abstrato
(nesse caso, o tipo abstrato é dito transparente). Em outras partes do programa, que usam o tipo
abstrato definido, o tipo abstrato é distinto de quaisquer outros tipos (nesse caso, o tipo abstrato
é opaco). Em algumas linguagens, o tipo abstrato é distinguido de outros tipos pelo uso de uma
construcao especial de definicdo de tipos, que determina o uso de equivaléncia por nome para o
teste de equivaléncia com tipos abstratos.

Em linguagens funcionais modernas, tais como Haskell [Tho96, J799], Miranda [Tur85] e SML
[Mit90, Pau96], utiliza-se um mecanismo diferente para distinguir o tipo abstrato de outros tipos.
O tipo representacgio é usualmente definido como um datatype (veja segio 3.1). Os construtores do
tipo da representacdo sdo visiveis apenas nas defini¢oes das operacoes sobre o tipo abstrato, nao
podendo ser usados nas demais partes do programa, que usam o tipo abstrato.

Uma visao geral das abordagens propostas é apresentada a seguir.

A construcéo abstype de SML e Miranda utiliza um datatype como tipo da representacio. Por
exemplo, a definicdo de um tipo abstrato set é esquematizada a seguir:

abstype ’’a set = set of ’’a list with

fun union (set [ ]) s = s
| union (set (a::x)) (s@set y) =
if a mem y then union (set x) s
else let val set x’= union (set x) s
in set (a::x’)

Uma desvantagem do uso de um datatype como o tipo da representacao é o incomodo “empa-
cotamento” e “desempacotameto” de construtores, necessario na definicdo de fungdes sobre o tipo
abstrato, como exemplificado pela definicdo da func¢do union acima.

Uma construgdo semelhante, adotada em Hugs [JP97], evita esse problema. O exemplo acima
pode ser reescrito em Hugs da seguinte forma:

type Set = [a] in ..., union

union [ ] s = s
union (a:x) s
| 2 ‘elem‘ s = union x s
| otherwise = a: (union x s)

Em Hugs, o fato de o tipo abstrato e o tipo da sua representagdo serem sin6nimos, na defini¢ao
de funcdes do tipo abstrato, tem conseqiiéncias indesejaveis quando se considera a definicdo de uma
operacdo sobrecarregada tanto sobre elementos do tipo abstrato quanto sobre elementos do tipo
da sua representacao: na aplicacdo dessa operacao a argumentos do tipo abstrato, nunca é usada
a instancia dessa operagao definida sobre o tipo abstrato (nem mesmo se indicado explicitamente
por uma anotagao de tipo), ao contrario, é aplicada a instancia dessa operacgao definida sobre o
tipo da sua representacao.

Em Haskell e SML, tipos abstratos podem ser definidos através do sistema de médulos. Em
Haskell, um médulo consiste de uma interface, que especifica uma lista de nomes exportados e
importados, e de uma implementacdo. A definicio de um tipo abstrato requer o uso de um
datatype como o tipo da sua representacao e requer a nao exportacao dos construtores desse tipo,
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como forma de ocultar a representacdo. Assim, apenas as fungoes exportadas pelo médulo podem
ser usadas para operar sobre valores do tipo abstrato. Por exemplo, o tipo abstrato Queue a, de
pilhas de elementos de um tipo genérico a, pode ser definido em Haskell do seguinte modo:

module Queue (Queue a, emptyQueue, ins, rem)
data Queue a = MakeQueue [a]
emptyQueue = MakeQueue [ ]
ins a (MakeQueue q) = MakeQueue (q ++ [a])
rem (MaqueQueue [ ]) = error ...
rem (MakeQueue (a:q)) = (a, MakeQueue q)

O exemplo acima ilustra, mais uma vez, o inconveniente “empacotamento” de “desempacota-
mento” de construtores decorrente do uso de um datatype como tipo da representacio.

As abordagens anteriormente apresentadas admitem a definicio de uma tnica implementacao
para cada tipo abstrato. SML possui um sistema de mdédulos mais flexivel, que possibilita a
defini¢do de assinaturas e estruturas como entidades independentes. Uma estrutura é uma colegio
de declaragoes de tipos, valores e estruturas. Uma assinatura constitui o “tipo” ou interface de
uma estrutura.

No sistema de médulos de SML, vérias estruturas podem compartilhar uma mesma assinatura
e uma unica estrutura pode satisfazer a diversas assinaturas. Além disso, SML prové estruturas
parametrizadas denominadas funtores.!?

As primeiras propostas de sistemas de tipos para tipos abstratos consideram tipos abstratos
como valores de tipos existenciais [CW85, MP88]. Um valor de tipo existencial Ja.o representa
um valor de tipo o[r/a], para algum 7 (visto como o tipo representacio do tipo o[r/a]).?°

Tipos abstratos, assim como objetos em LOOs, sdo também modelados por tipos existenciais
com restrigoes, andlogas as restri¢oes sobre tipos polimdrficos descritas na se¢do 6 (veja, por exem-
plo, [FM96, FM98)).

Tipos abstratos modelados como valores de tipos existenciais sdo objetos de primeira classe,
no sentido de que valores desses tipos podem ser associados a varidveis, assim como podem ser
passados como argumentos ou retornados como resultado de func¢ées. Estruturas, ao contrario,
nao sdo tratadas como valores de primeira classe (veja discussdes de problemas, por exemplo, em
[MR&6, MHS88]). Essa distingao tem levado a discussoes quanto a adequabilidade de se definir tipos
abstratos por meio de um sistema de médulos [Mac85, MTH90], originando também propostas para
o tratamento de estruturas como valores de primeira classe (veja, por exemplo, [MMM91, HL94,
Ler94]).

Outra questdo importante é o conflito existente entre tipos abstratos e a definicdo de fungoes
por casamento de padrao, essencialmente baseada na representacao de dados. Nenhuma das abor-
dagens anteriormente discutidas possibilita o uso de valores de tipos abstratos na definicdo de
funcées por casamento de padrdo, o que limita fortemente o uso de tipos abstratos em programas.
Esse problema é discutido nos trabalhos apresentados em [Wad87, BC93, CF99b], que utilizam
mecanismos baseados no conceito de visées, para possibilitar a definicdo de fun¢oes por casamento
de padrao sobre valores de tipos abstratos.
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